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Przykład 1. Udowodnimy nierówność trójkąta |x|+ |y|  |x+ y| za pomocą lemaciku
|x|  x, dla dowolej liczby rzeczywistej x.

Możemy zakładać bez utraty ogólności, że x+ y 6= 0. Wtedy
|x|+ |y|
|x+ y|

=
∣∣∣ x
x+ y

∣∣∣+ ∣∣∣ y
x+ y

∣∣∣  x

x+ y
+
y

x+ y
= 1.

�

Kilka zadań

1 (57OMIIst). Udowodnić, że dla liczb dodatnich a, b, c spełniających ab+ bc+ ca = abc zachodzi

a4 + b4

ab(a3 + b3)
+
b4 + c4

bc(b3 + c3)
+
c4 + a4

ca(c3 + a3)
 1.

2 (56OMIIst). Dla a, b, c ∈ [0, 1] udowodnić, że a
bc+1 +

b
ca+1 +

c
ab+1 ¬ 2.

3 (58OMIIst). Udowodnić, że dla liczb dodatnich a, b, c, d spełniających 1
a
+ 1
b
+ 1
c
+ 1
d
= 4 zachodzi

3

√
a3 + b3

2
+ 3

√
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2
+ 3

√
c3 + d3

2
+ 3

√
d3 + a3

2
¬ 2(a+ b+ c+ d)− 4.

4 (Zwardoń 2004). Udowodnić, że dla liczb dodatnich a, b zachodzi aa + bb > ab.

5 (Zwardoń 2004). Udowodnić, że dla liczby dodatniej a zachodzi aa
2
+ a2a > 1.
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Przykład 2. Udowodnimy nierówność trójkąta |x|+ |y|  |x+ y| za pomocą lemaciku
|x|  x, dla dowolej liczby rzeczywistej x.

Możemy zakładać bez utraty ogólności, że x+ y 6= 0. Wtedy
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2 (56OMIIst). Dla a, b, c ∈ [0, 1] udowodnić, że a
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3 (58OMIIst). Udowodnić, że dla liczb dodatnich a, b, c, d spełniających 1
a
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4 (Zwardoń 2004). Udowodnić, że dla liczb dodatnich a, b zachodzi aa + bb > ab.

5 (Zwardoń 2004). Udowodnić, że dla liczby dodatniej a zachodzi aa
2
+ a2a > 1.


