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1 Introducao

Esse trabalho tem como objetivo introduzir o aluno ao estudo das superficies minimas no

R3, visando atingir o contetido necessario para demonstracao do Teorema de Bernstein com
as ferramentes da Anéalise Complexa e no final exibirei uma dualidade entre o Teorema de
Bernstein (relativo as superficies minimas) e o Teorema de Calabi (o analogo ao teorema de
Bernstein para superficies méaximas).
O Teorema de Bernstein é um dos teoremas basicos da teoria de superficies minimas que
basicamente faz o seguinte questionamento "existem superficies minimas no R" que sejam
grifico de fungoes do R™! — R e nao sio planos?", a resposta para esse questionamento foi
dada ao longo do século XX:

e Bernstein (1915-1917) provou, o teorema posteriormente conhecido como Teorema de
Berntein no R3, que se o gréifico de uma funcao do R? — R é uma superficie minima,
entao tem que ser um plano;

e De Giorgi (1965) apresentou uma redugao do problema que foi o ponto de partida para
as proximas extensoes do teorema e também estendeu o teorema para n = 4;

e Almgren (1966) estendeu o teorema para n = b;
e Simons (1968) estendeu o teorema para n = 6,7, 8;

e Bombieri, De Giorgi e Giusti (1969) mostraram que o Teorema de Bernstein nao é
valido para n > 9.

Em suma, se n < 8 todos os grificos de fungoes (R"™! — R) que sdo superficies minimas
necessariamente sao planos, por outro lado, se n > 9 existem graficos de fungoes (R"™' — R)
que sao superficie minimas e nao sao planos.



2 Analise Complexa

Farei uma breve revisao sobre analise complexa no espaco C" demonstrando alguns teore-
mas e resultados que serao utilizados no decorrer do texto e, no final dessa secao, relacionar
esses conceitos com as fungoes harmonicas.

2.1 Fungoes Holomorfas
Usarei a notagao z = (21, ..., z,) € C" denotando z; = z; +iy;,1 < j <n, onde z;,y; € R.

Com isso, defina:

_

af 1 (af ,af)

8zj n 5 an 5’yj
aof 1 ( aof  of )
=i
aZj 2 813]- 8y]
Onde z; = x; — 1y;, usarel também a seguinte notacao: m = (my,...,m,) € N”
orf . omf omf

dzm (2) = 8™ Dz (2)

Agora vou introduzir a no¢ao de holomorfia no C".

Definicao 2.1. Seja D C C" aberto e f : D — C uma fungao continua, dizemos que f €
holomorfa em D seVz € D, EI% e € finito, para cada 1 < j < n. E denotaremos o conjunto
J

de todas as fungoes holomorfas no aberto D como H (D).

Enunciarei a seguinte proposicao que segue diretamente da definicao acima e da anélise
complexa no plano (n = 1).

Proposicao 2.1. Sejam f,g € H (D), D C C" aberto. Entao:

f+g,fg € H(D);

- Seg(z)#0,Vz €D, 5 € H(D);

- Se f, € uma sequéncia de funcoes holomorfas em D e converge uniformemente sobre compactos
de D para h : D — C continua, entio h € H (D).

Note que foi definida holomorfia em abertos do C", mas pode-se ampliar essa nogao para
conjuntos fechados da seguinte maneira: f: D C C" — C continua e K C D fechado, dizemos
que f & holomorfa em K, ou f € H(K),se 3U C D, K C U tal que f € H (U).

Contudo, caminharei agora para a demonstragao do teorema da representagao integral de Cau-
chy em véarias variaveis complexas.

Defini¢ao 2.2. O conjunto D (a,r) = {z € C":|z; —a;| <71;,1 <j<n} chama-se closed
polydisc, onde a € C",r € R™. E chamado de open polydisc o interior topologico desse conjunto.
Note que a fronteira topologica de um polydisc é o seguinte conjunto:
{zeC": 35 e{1,...,n},|z; —aj| =r;}

Vou introduzir a seguinte notagao:

T(a,r)={2€C":Vje{l,...,n}, |2 —aj| =r;}
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Observe que esse conjunto ¢é justamente a intersecgao, em j percorrendo {1, ..., n}, das fronteiras
topologicas do polydisc.
Vou introduzir mais algumas notacoes: ﬁ =1, 2 e dw = dw;...dw,.

=1 w;—z;

Teorema 2.1. Seja f € H <D (a,r)). Entao ¥z € D (a,r), tem-se:

fT( f(w) dw

a,r) w—z
Z) =
Demonstracao. A ideia da demonstracao é usar inducao na dimensao do espago. Para o caso
n =1 é o teorema da representacao integral da Cauchy, suponha vélida a féormula para n — 1,
defina g (u) = f (u, 22, ..., 2,) holomorfa em D (ay,r;), pela formula de Cauchy em dimensao 1,
aplicando para g, obtém-se: Vz; € D (aq,r1)

1 W1y 29,y «eny Zn
g(’zl):f(zlv‘”azn)__/ f( 1, <2 )dwl
T(a1,71)

um wy — 21

Com isso, fixe z; e use a hipotese de indugao para a fungao holomorfa em n — 1 variaveis
f (21, 22,..., 2n), segue que: |z; —aj| <71;,2<j<n

1 f (21, wy)
f (21,29, 20) = —n_/ / dws...dw,,
(2dm) ' T(az,r2) T(an,rn) (wg — 22) ... (W, — 2)

Agora basta substituir a expressdo de g (z1) e segue a formula. O]

Vou enunciar e demonstrar alguns resultados que seguem do teorema acima, mas antes
introduzirei algumas notagoes, tome k = (ky, ..., k,) € N, defina:
k+1= (k’l + 1, ...,/{Jn + 1),
(2 —a) =T (= = )"
F® (20) = .
Lembrando que a tltima derivada parcial ja foi definida no comeco da se¢ao, como consequéncia
direta do teorema, temos que se f é holomorfa, entdo, para cada j € {1,...,n}, a fungao 9f ¢

0z; €
*) _ 1 [ (w) k!
f (ZO) (227()” \/T(zo,r) (U) — Zo)k+1 dw

A seguir, enunciarei o teorema de Taylor, que segue como consequéncia do teorema da
representacao integral de Cauchy.

holomorfa e:

Teorema 2.2. Se f € H (D (a,r)), entao:

® (a) (z — a)*
f9=y @0

keNn
Onde k! =]}, ki!.

Demonstragao. Note que, para cada j € {1,...,n}, tem-se (¢ uma PG):

1

’LUj—Zj

k;
~j
kj-i-l
k;>0 W
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Entao:

n

> XX (i) -2 2 () (Z )

keNm k1>0  kn>0 Z k120  kp-120 =1 Z kn>0

2oy () ()

Fazendo o mesmo raciocinio "n vezes", tem-se:

n
I |
whtl w; — 2z w—2z

keNn i=1
Segue: ) ( )k
1 f(w 1 zZ—a
2= dw = —— ) P o
f< ) (2271—)” /T(a,’r) w—2z (2171-)” /T(am) f( )kEZN" (U} - CL)k+1
(o) Fk Y (2@ -
kZN:n <k' 2imr)" /T(a,r) (w— a)k+1dw) = kEZN" ( k!

]

Outro resultado de extrema importancia é o Principio do Prolongamento Analitico que
enunciarei a seguir, a priori, o nome ’analitico’ ainda nao é preciso, mas irei torné-lo preciso
mais a frente.

Teorema 2.3. Seja D C C" aberto conexo e f : D — C holomorfa em D, se 3U C D nao
vazio, tal que f (U) = {0}, entdo f =0

Demonstragao. Defina o conjunto A = {z eD:f®(z)=0,Vk € N"}, note que:

Aﬂﬂ

1=0  knp=0

Como cada f®) é holomorfa, logo continua, A é interseccao de uma familia de fechados, por-
tanto, A é fechado. Tem-se que, dado w € A, f¥) (w) = 0,Vk € N", segue do teorema anterior
que existe uma vizinhanga aberta V' tal que f(z) = 0,Vz € V| logo V' C A, mostramos que
todo ponto de A é ponto interior, portanto, A é aberto.

Concluimos que A é aberto e fechado, pela conexidade de D, A = D ou A é vazio, mas, note
que, U C A, logo A= D O

Agora vou recordar o famoso teorema de Liouville e um coroléario bastante tutil.

Teorema 2.4. Seja f € H(C) tal que |f(2)| < M,Vz € C, para algum M > 0, entio f €
constante.

Demonstragao. Pelo teorema de Taylor, tem-se:

®) () £
r =y I 0E



E sabemos que:

A (ORI f(w)
ar = =5 /T(o,r) dw

k! whtl
Segue que:
1 M M
2 (Tmm)|w| 2kt T(0,r) T

Como a fungao é holomorfa no plano complexo inteiro, podemos tomar r arbitrariamente
grande, o que implica |ax| = 0 = a,, = 0,k > 1. Portanto f é constante. O]

Corolario 2.1. Seja f € H (C) nao constante, entio f (C) = C.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que a imagem da f nao é densa em C, logo: Jw € C,e > 0
tal que |f(2) —w| > ¢,Vz € C, com isso, fica bem definida no plano complexo inteiro e é
holomorfa a seguinte funcao:

1
9(2) =
f(z)—w
Pela majoracao feita na f, obtém-se:

1

2) < =

9()] < -
Pelo teorema anterior, g é constante, logo f é constante, absurdo. Concluimos que a imagem
da f tem que ser densa em C [

2.2 Funcoes Analiticas

Diz-se que uma funcao é analitica em D C C" aberto se para cada zy € D, 3V C D
vizinhanga de 2 tal que Vz € V:

F(2)=> c(z—2) aeC

keNn

Denota-se o conjunto de todas as fungoes analiticas no aberto D como A (D). Todo trabalho
sobre func¢oes analiticas ja esta feito, pois uma fungao ser analitica é equivalente a holomorfia
da fungao, em outras palavras, seja D C C" aberto, entao H (D) = A (D).

- Toda fungao analitica é holomorfa

Seja f € A (D), entdo, para cada zy € D, 3V C D vizinhanga de 2 tal que:

f(z)= ch(z—zo)k,ckec

keNn

Tome kU) = (ky, ..., kj—1,kjs1, ..., kn) € N"71 ou seja, tire a j-ésima coordenada de k, defina

)
a; = kaewl Ck (Z - Zo)k ’ , tem-se:

F) = a5 (25— 2,)"

k;>0

Com a expressao acima, segue do caso de dimensao 1 que f sera holomorfa em todo D.



- Toda fungao holomorfa é analitica
Segue diretamente da férmula de Taylor ja demonstrada.

Portanto, o estudo de funcoes analiticas ja foi feito na secao anterior, pois nada mais é do
que estudar as propriedades das fun¢oes holomorfas.

2.3 Equacgoes de Cauchy-Riemann

Nesta se¢ao irei mostrar algumas igualdades que serao usadas ao longo do texto, como, por
exemplo, as famosas equacoes de Cauchy-Riemann.

Seja f € H(D), D C C" aberto, 1 <j<mnezeD,tomeh €R, escreva z; = x; + 1y;:

8]” f(Zl,...,Zj—l-h,...,Zn)—f(Z)
(D) 5y, () = i h
1o0f [z, zp+ihy o z) — f(2)
Il)=——(z) = lim
1D i Oy, (2) = h—0 ih
Como f é holomorfa, I e IT tem que coincidir, lembrando que % = —1i, tem-se:
of of
171 = —i—
(111 5o () = =iy (2)
Escrevendo f (z) = u (2) +iv (z) e usando III, tem-se, Vj € {1,...,n}:
ou v
a—xj Z) = a—yj (Z)
ou ov
(’)—yj (2) = _8_:1:]- (2)
Que sao conhecidas como as equagoes de Cauchy-Riemann. Tem-se que, diretamente de III:
0
ai =0,Vj € {1,...n}

Uma outra igualdade que serd usada adiante:

0z " Oy}

J

0
9 f 13(% o) 1 (PF P
02;0z; 2 07; 4

Com o mesmo raciocinio, obtém-se:

0*f 0*f

6zj(‘32—j N 82_38,2]




2.4 Fungoes Harmonicas

Agora irei relacionar, dentro do que sera utilizado adiante, o conceito de func¢ao harmonica
e fun¢ao holomorfa.

Definigao 2.3. Seja h : R™ — R uma funcio de classe C* (R™), diz-se que h é uma funcgdo
harménica se:

Proposicao 2.2. Seja f € H(D),D C C™ aberto, entio Im (f) e Re (f) sio fung¢des harmo-
nicas.

Demonstragao. Tome v = Im (f),u = Re(f), escrevendo z; = x; + iy;, tem-se:

_ n 9%v 9%v
Ao=31 (5+ 53)

~ : o _ _du g, v _ ou :
Mas, tem-se, das equagoes de Cauchy-Riemann, B, = "oy © By, = buy Logo:
Av=0
Analogamente para u [

Proposigao 2.3. Seja f € H (D), D C C" aberto, entao f € harmonica.

Demonstra¢ao. Como f é holomorfa, tem-se:

of _
0z;
Segue que:
1 02f+82f _0Pf _ 0
A\0x2  Oyr) 0207z
Como Af =>"", (% + %’;), concluimos que f é harmonica, O

Proposicao 2.4. Seja f: D C C — C, tem-se:

% € H (D) < fé harmonica

Demonstragao. Segue direto da igualdade 2 1 (% + %’;)

0z0z ~ 4
Onde z = z + iy, lembrando que para fungoes de classe C? (D), D C R" aberto, as equagoes
de Cauchy-Riemann sao equivalente & holomorfia da fungao. O]
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3 Superficies Minimas

Em geral, usarei que as parametrizacoes sao de classe C?, salvo mencao explicita ao contra-
rio.

3.1 Introducao as Superficie Minimas

Irei caminhar agora ao objetivo desse texto, que é demonstrar o Teorema de Bernstein.
Antes irei fazer uma equivaléncia da nocao de superficie minima que definirei a seguir. Para
estabelecer algumas notacoes.

Seja x (u1, ug) uma parametrizagdo de S superficie regular:

- Primeira forma fundamental:
B or Ox
bis = (9?,61'7 8Uj

0*x
o= (% )

Definicao 3.1. Seja S C R" superficie regular. Dizemos que S € uma superficie minima se
sua curvatura média € identicamente nula, H = 0.

- Segunda forma fundamental:

Sejam x : D C R? — S uma parametrizacao da superficie regular S e A C D limitado, seja
> a superficie definida por x (A)
Seja N um vetor normal & S de classe C!, entdo:

ox .
<N,a—uz> —0,2— ].,2

ON Ox 0%z
() = =¥ i) =~

Tome uma fungao qualquer de classe C?, f: A = R, e um ntimero real diferente de zero .
Seja a superficie Sy definida por, (uj,us) € A:

Segue que:

f(ul,"uQ) =X (Ul,UQ) + )\f (Ul,UQ) N (Ul, UQ>

E chamada de variacdo normal de (Z) Com algumas contas diretas das definigoes de primeira
forma fundamental, obtém-se:

Gij = 9ij — 2A\fbij + N
Onde ¢;; ¢ uma funcao continua em D. Usando essa formula pode-se calcular o determinante
da matriz da primeira forma fundamental:

det (gi;) Z ap\*

Sendo H a curvatura média de S:
ao = det (gi;);
= —2f (g11baz + g22b11 — 2g12b12) = —4fH det (g;;);
E ag, as, ay sao fungdes continuas em D. Denote 3, como a superficie definida por Z |o. Como
ap é continua em D, ay admite um minimo em A, pois A é compacto, como a superficie S é
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regular, temos que o minimo de g ¢ estritamente positivo. Olhando para det (g;;) como uma
funcao de A, por continuidade, tem-se:

Je > 0,det (g;) > 0

Sempre que |A| < e. Como conclusdo, sempre que |A| < ¢, a superficie 3, sera regular.
Temos que, u = (uy,uz) € D:

A(/\)iA(ZA):/AW/det@iVj)du:/A\/det(gij)(l—ﬁlfH—I—R)du

2 S )3 4 . ~ P
Onde R = W, derivando em relagao a A\, obtém-se:
ij

/ Vdet (gi;) (—4fH + R') du

VI—4fH IR

Calculando em \ = 0:

(1) 4 =2 [ \faet (g, Hau
A
Contudo, pode-se enunciar a equivaléncia citada anteriormente:

Teorema 3.1. Seja S uma superficie reqular e uma parametrizacao x : D — S. Sao equiva-
lentes:

e S ¢ minima;

e YA C D limitado e para toda varia¢io normal de x (A), tem-se A’ (0) = 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que S é uma superficie minima, entao H = 0 e, por (/), a afirmagao
estd demonstrada. Reciprocamente, suponha que 3¢ € D, H (q) # 0, pode-se supor H (q) > 0
sem perda de generalidade, seja A vizinhanca limitada de ¢ tal que H (A) > 0, existe por
continuidade, escolha f : A — R de classe C?, f(A) > 0 e identicamente nula fora de A.
Contudo, A’ (0) < 0 para a variacao normal determinada por f, o que contradiz a hipotese,
segue H = 0, portanto S é minima. 0

3.2 Superficies nao-paramétricas

Seja S uma superficie regular e x : D — S uma parametrizagao. Dizemos que a superficie
é nao-paramétrica ou esta na forma nao-paramétrica se 3i,j € {1,...,n} tal que:

z; (U1, ug) = wy e z; (ug,ug) = Uy

Sem perda de generalidade, quando a superficie for nao-paramétrica, podemos supor ¢ =1, j =
2.

Proposicao 3.1. Seja v : D — S uma parametriza¢ao da superficie S e a € D um ponto
reqular de S. FEntdo IA C D wvizinhanga de a tal que a superficie ¥ = x (A) admite uma
reparametrizacao na forma nao-paramétrica.

Demonstracao. Seja m;; a projegao canonica nas coordenadas ¢, j tais que a matriz jacobiana em
a de 7;; o x seja diferente de zero, essas coordenadas existem pelo fato de a ser ponto regular de
S. Pelo teorema da fungao inversa, 3A C D vizinhanca de a tal que m;; 0 x é um difeomorfismo.
Entéo z o (m;; o ) | é uma parametrizacao na forma nao-paramétrica de X. O

12



Note que, quando uma superficie S com parametrizacao x : D — S estd na forma nao

paramétrica, entao ela é regular, pois 2%, 22 s30 linearmente independentes.
’ ’ du1? Bug

Lema 3.1. Sejam S superficie nao-paramétrica definida por x - D — S e N3,....N, : D - R
fungoes de classe C*. Entao 3'Ny, Ny : D — R tal que (Ny,...,N,) € (TpS)L.

Demonstrag¢ao. Note que (Ny,...,N,) € (TPS)l & <(N1,...,Nn) @> = 0,i = 1,2. Mas,

) Ou;
tem-se que:
Or _ (1, 0% Om)  Or _(, Ors O
(9u1 8u1 8’&1 8%2 871,2 6u2
Basta tomar:
- 0x; - ox
N, = N.—L e N, = N,—2

O

Lema 3.2. Seja S uma superficie com parametrizacao x : D — S e a € D ponto reqular de S
e N e (Tz(a)S)L. Entio 3IA € a en: A — (T,5)" tal que n(a) = N.

Demonstracao. Consequéncia direta dos dois dltimos resultados. O

Seja S uma superficie nao-paramétrica com parametrizagao z : D — S, denote x; = f;,7 > 3
e Ni,...,N, : D — R funcoes C*, tem-se:

Px Pz 0.0 D*fs *fn
6'&1’8’&]' N 8UJ8UZ N T auﬁuj’ o aul(?u]

Segue que:
- 0*x
by = E Niy—
k=3
bip = b f N, O
12 = 021 = 2 Dur0
b - N 0*x
22 — 33 kau%

Seja N = (N, ..., N,,) o vetor normal dado pelo lema 2.1, lembrando que:

g11b2a + ga2b11 — 2¢12012

H—
2 det (gZJ)

Suponha que S é uma superficie minima, entao H = 0, 1ogo g11b22 + go2b11 — 2912612 = 0,
substituindo as expressoes para os b;j;, g;; obtém-se:

<1+Zk 3(21{?) ) m=3 Nm 2 f2 +<1+Zk 3(25’5) ) m=3

Rearranjando adequadamente, obtém-se:

(e (2 ) 5 (103 (32 ) 5l -2 (o) e .

m=3

dft Ofy n 2 fm ) _
2 —2(Shes 5 au2)< m=3 Nm 57505 ) =0
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Mas, as fungoes N;,i > 3 foram tomadas arbitrariamente, portanto, pode-se tomar todas
identicamente nulas com excecao de um indice e concluir que, Vm > 3:

afi )’ Pfm O f 02fm Ofc 0fc\ %fm
<1+Z <6u1) > ou3 <1+Z(8u2) ) —2 ( ouy 8U2) Ou10us =0

Usando as seguintes notagoes: a;g%” 82fm, 82f’” = 02 fom, Pm  — 52 fme f=(fs 0, fn),

OuqOus
(1 + ) O f + (1 +

>62f—2<(§)51 §f>8fzf_0

A equacao acima é conhecida como a equacao das superficies minimas nao-paramétricas.

obtém-se:

Proposicao 3.2. Toda superficie minima reqular gera uma solugao local para a equagdo acima.

Demonstragao. Pela proposicao 2.1, a superficie é localmente nao-paramétrica, como ela é
minima satisfaz a equacao acima. O

Exemplo 3.1. Seja z = uy +iug € g3(2),...,9m (2), com 2m + 2 = n, fungdes analiticas.
Entao S definida por:

T (Ul, u2) - (uh Uz, Re (93 (Z)) 7Im (93 (Z)) ) 7R€ (gn (Z)) 7]m (gn (Z)))
E uma superficie minima nao-paramétrica. Com efeito, com a nota¢ao anterior, p € {1,...,m}:

_[Re(g, () k=2p+1
et = {0 L

Como cada g, € analitica, vale as equagoes de Cauchy-Riemann, entao:

ORe(g,) 0Im(g,)

8u1 - 8u2
ORe (gp) _ _0Im (gp)
8u2 8u1

Derivando novamente cada expressao, obtém-se:

9*Re (g,) B 0*Re (gp)

ou? ou}
0*Im (gy) _ _82]7" (9»)
ou? ou3
Com isso, tem-se (x) % = %, note que:
1 2

{3 S (. ) (Lt it} _,

Com raciocinio andlogo, obtém-se:

_|off
_3u2

f [
8u1

(% * %)

Conclui-se, de (%), (xx) e (x x x), que S €, de fato, uma superficie minima, pois € nao-paramétrica
e satisfaz a equacao das superficies minimas nao-paramétricas.
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Irei introduzir novas notacoes e alguns calculos que serao utilizadas em todo resto desse
capitulo. Seja S uma superficie na forma nao-paramétrica e x : D — S tal que:

x (ur,up) = (w1, ug, f3 (U, uz), ..., fu(ur,uz))

Seja £ = (fir- -+, fu), sejam:

_ of _ of
P= 3w 97 uy
_ 9 4 _f
r= 8u% t= au%
__of
N 3u18u2

Com as notacoes acima, a equagao das superficies minimas nao-paramétricas pode ser escrita
como:

(L+gf)r+ (L +p)t—2(p.q)s=0

J& os coeficientes da primeira forma fundamental:

gu=1+1p gn=1+ld" 2= q)

Tem-se também:
det (gi;) = 1+ |p|* + la” + |al* la]” — (p, @)

Denote W = y/det (g;;). Agora farei uma variacdo, com a mesma ideia ji apresentada neste
capitulo, na superficie S, seja A C D limitado, tome:

f(ul, U/2) = f (Ul, UQ) —+ Ah (Ul, UQ)

Onde A € R,h; : A — R de classe C1,3 < i < mneh = (hy,...,h,). Usando as mesmas
notagoes usadas para superficie S, tem-se que:

P=p+IE G=q+ 2
Logo W2 = W2 + 20X + A2Y, onde Y é uma funcio de classe C° e

Oh

X =g+l p—(pa)ya) + 5—@ ((L+1p") g = (p.a) p)

Lembrando da formula de Taylor e usando-a para \/x e g, tem-se:
\/__\/_+ \/—( l’o)‘f‘Rm,xo

Aplicando o resultado acima em x = W2, x5 = W2, lembrando que toda superficie na forma
nao-paramétrica é regular, portanto W > 0, obtém-se:

— X
W =W+ A= + R
+ AT+

Onde R é uma fungao continua. Suponha agora que S é minima, entdo, seja u = (ug, us),

segue:
/sz/wm
A A
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Sabemos que A = 0 é ponto de minimo da area, com isso, derivando a parcela da esquerda e
calculando em A = 0 obtém-se:
/ X =0
—du =
AW

Usando a expressao de X citada acima e integrando por partes, lembrando também que a
funcao h foi escolhida arbitrariamente, tem-se:

2 2
) (—”M‘?' p- <p—v’5>q) . 0 (”V'é" q— %P) .
6%1 8u2 N

Abrindo as derivadas parciais acima, obtém-se:

*
A

(L+1g*) r+ (1 + |p[*) t —2(p,q) s) +

Vs

1r
i

(B (5)-2(50)-
(B (5e) -2 (5o

Onde * ¢é a equacao das superficies minimas nao-paramétricas, como S a satisfaz, tem-se:

(3 (5)- 250 (2 (5)- 2 (5o

Abrindo o coeficiente de p, obtém-se que:

*
7\

u% <%> _u% (%) B % () a— (1+1a) p) (14 laP) r + (1 4+ [p2) t = 2 (p,g} s) = 0

Onde * ¢, novamente, a equacao da superficies minimas, conclui-se, também, que:

2 (5)-2(3)

(1) -2 (50)

Entao, toda superficie minimas na forma nao-paramétrica satisfaz as equagoes .

Donde segue:
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3.3 Parametros isotérmicos
Diz-se que (u1,uz2) sdo pardmetros isotérmicos se acontecer o seguinte:
2
Gij = A 035, A (U1, uz) >0

Onde § é o Delta de Kronecker. Seja S uma superficie definida por z (u,us) € C? e (uy, uz)
parametros isotérmicos, entao:

G11b2a + ga2bi1 — 2¢12012 _ A2 (b11 + ba2) _ b11 + bao
2 (911922 — 912) 204 A2

Denotando Az (uy,us) = (Axy (ug,us), ..., Az, (u1, us)), pode-se enunciar:

H =

Proposicao 3.3. Seja S uma superficie reqular com parametriza¢io x : D — S e (uy,us)
pardmetros isotérmicos. Entao:

Azr = 2)\°H
Onde H € o vetor curvatura média.

Demonstragcao. Sabemos que:

ox T _\2 __ _ ox Oz
1 g1 = <6u1’8u1>_)\ _922—<@u273u2>

2 g = (£, 22) =0

Derivando as expressoes acima, (1) com rela¢ao a u; e (2) com rela¢ao a uy, obtém-se:
11 (&2 oz \ _ [ 9z Oz
: Ou?’ Our / — \ Qu1duz’ Bua
21 Pz Dz \ _ Oz &%z
: Oui1dug? uz / Ou1’ Ou?
Logo:
0?x Oz oxr 0%z
ou?’ duy Ouy’ Ou3

ox
<Ax 0u1> 0

Analogamente, derivando as expressoes acima, (1) com relagdo a uy e (2) com relagao a uy,

obtém-se:
ox
<AZE 8u2> =0

Tome N (uq,us) vetor normal, pelas equagoes obtidas Ax é paralelo a N, tem-se:

0?2 9?2 )
(Az,N) = 8x8u12 N )+ axaUQQ,N = byy + by = 202H (N)

Como o N foi tomado arbitrariamente, tem-se:

Az = 2)\°H
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Com isso, pode-se dar uma caracterizacao das superficie minimas com parametros isotérmi-
cos, segue:

Corolario 3.1. Seja S uma superficie regular com pardmetros isotérmicos (ui,us) € parame-
trizagao x : D — S, entao:

Sé minima < xy€ harmonica, k € {1,...,n}

Demonstragao. Segue diretamente da proposi¢ao anterior, ja que Ax = 2X\2H e \ (ug,us) >
0 O

Usando a notacao complexa z = uy +tug, 1 > k > n:

Obtém-se, por algumas contas diretas, as duas equagcoes:

* Z (%«)2 = g11 — Go2 — 21912

k=1

* % Z [Vk| = g11 + 922
k=1

Com isso, tem-se:
i€ analitica em z < € hamonica em (uy, uz)

Segue diretamente das equagao de Cauchy-Riemann, de xx, tem-se:

n
(u1,us) sao pardmetros isotérmicos < Z (1[%)2 =0
k=1

Finalmente, também tem-se que, se (ug, us) sdo parametros isotérmicos, entao:

Z lih|® # 0 < Sé€ regular
k=1

Agora, irei fazer uma caracterizacao de superficies minimas regulares, mostrarei que estudar
tais superficies ¢ o mesmo que estudar fungoes analiticas, vou separar em duas proposicoes,
seguem:

Proposicao 3.4. Seja x : D — S uma parametrizacao da superficie reqular minima S com
pardmetros isotérmaicos, entao:

1. iy € analitica, Yk € {1,...,n};
2. Zz:l (wk)Z = 0;
3. 22:1 |¢k|2 7é 0.

Demonstracao. Segue direto da proposicao 2.3 e dos comentérios feitos acima O

Reciprocamente, tem-se:
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Proposigao 3.5. Dadas {9, (z)}?:1 familia finita de funcgoes analiticas num simplesmente
conewg D C C, entao existe S superficie reqular minima definida por x : D — S tal que
(bj:%,Vje {1,,71}

Demonstragio. Como D é simplesmente conexo, pode-se tomar ¥; = [ ¢; (¢) d(, escreva ¥; =
a; + 1b;, segue das equagoes de Cauchy-Riemann que:
O\I/j 8\I/] 8‘1/] 8a]~ . 81)]

— — 1 = +Z

0z (9u1 8uQ (9u1 8u1

Entao, segue que:
(%Lj ﬁaj 8aj I . é?bj 8‘1’]
—1 = 7

ouq Ouy,  Ouy Oouq T 0z 2

Tome z; = a;, segue dos comentérios acima que x : D — R" define uma superficie minima. [J

Agora mostrarei um teorema muito importante nessa teoria, o teorema de existéncia de
parametros isotérmicos para superficies minimas, segue:

Teorema 3.2. Seja S uma superficie minima. Todo ponto reqular de S admite uma vizinhanca
tal que existe uma reparametrizacio de S em pardmetros isotérmicos.

Demonstracao. Seja a € S ponto regular, pela proposicao 2.1, existe uma vizinhanca de a
tal que S estd na forma nao-paramétrica, em particular, Ir > 0 tal que S estd na forma
nao-paramétrica em B, = {(uj,us) :|a —u| <r} entdo as equagdes % sao validas para S,

lembrando as equagoes:
w2 (Lt a*\ _ @ (.9
Uy w (%) w

2 (5)-2 (3

Nas notagoes ja estabelecidas para p, q, W, defina F,G : B, — R tal que:

OF 14 p|
8’&1 N W
oG 1+ !q|2
8uQ B w

oG OF  (p,q)

8U1 N 81@ w

Defina T (uy,ug) = (u1,u2) + (F (u1,u2) , G (u1,uz)), sendo J a matriz jacobiana, tem-se:

2
1 + 1+|p| (p,9)
J(u1 ug) (T) = ( v W 2
' (r,9) 1+]q|

Com céalculos diretos, obtém-se:

2+ [p|* + |q|” -

det (J(ULUQ) (T)) =2+ W
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Localmente T' é um difeomorfismo, pelo teorema da funcao inversa, tem-se:

2
1 1 + 1+\!1| _<p:Q>
T (u1,u2) ( ) det (J(umm) (T)) ( _(117/%;1 1+ 1+V|$|2

S

<

1
Wdet(J(ul,%)(T)

_ W+1+lg” — (9 >
Ty lec(
e (T7) —(p,q)  W+1+][pf

Pra simplificar a notagao, tome C' =

, entao:
)

Pela regra da cadeira para a composicao x o T~ !, tem-se:
)

1 0
0 1
~ _ v Ouz L W1+ g —(p,q)
Tt (20T = Jus o () Tt wny (T71) = C . ) ’ =
T(nz)( ) (1,2)()T(1,2)( ) < —{(p,q) W+1+\p[2
Ofa Ofa
ou1 Ous
1+ W + g —(p,9)
— (p.9) ; L+ + || ;
(L+W o) 52— pa) g2 (L+ W +1p°) 52 — (p.a) 522

(L+W+al*) g — @) gl (L+ W+ [pl”) 5 — (. q) G
1 2 2 1

Denote (v}, u,) = T (uy,us) € T = x o T, vou mostrar que 7 (v, u),) é tal que (v, u),) sdo

15 %2 ) ) 15 %2 15 Y2
parametros isotérmicos, segue (irei mostrar que g12 = 0, as outras igualdades sdo analogas) das
derivadas parciais dadas na matriz Jacobiana:

(22 20 =) (W (7 +1) (1P 1)~ ,0)) =

2 Jr Oz
SCENE
= —C*(p, q) (—det (gi) + det (g;5)) =0

Assim, esta concluido o teorema. O]

2

oz

Oy

ox

Oy

= —02 <p, q> <— det (gm) -+ ‘

Diz-se que f : D C R? — R? ¢ uma aplicagio conforme se ¢ um difeomorfismo sobre f (D)
e preserva angulos. Isso é equivalente a dizer que:

J(f)=a <6089 —sin9>

sinfl  cosf

Com a > 0, ou seja, f é conforme se, e somente se, sua matriz Jacobiana é uma matriz de
rotacao multiplicada por uma constante positiva, se essa constante é negativa, diz-se que f é
anti conforme. Com isso, f ser conforme também ¢é equivalente a ser um homeomorfismo e
analitica. Contudo, pode-se enunciar o seguinte:
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Lema 3.3. Seja S uma superficie e x : D — S nos parametros isotérmicos (uy,uz) € f: D —
f (D) um difeomorfismo. Entao:

f (u1,uz) sa@o pardmetros isotérmicos < f€é conforme ou anti conforme

Demonstragio. Seja I a matriz identidade de M; (R), entao (g;;) = A*I, denotando por g;; a pri-
meira forma fundamental com relagio aos parametros f (uy,us), tem-se (g;;) = A% (J (f))" J (f)
(segue da regra da cadeia), logo:

f (w1, u2) € paramametro isotérmico < g;; = X25ij S NI T =N
A

& XJ (f) € uma matriz ortogonal < fé conforme

A ultima equivaléncia segue da equivaléncia dada acima para aplicagoes conformes. O

3.4 Teorema de Bernstein

Irei construir alguns lemas bem técnicos para auxiliar na demonstracao do Teorema de
Bernstein.

Lema 3.4. Dada E (u1,us) € C? definida em D e seja Hy, uy) (E) a matriz hessiana. Suponha
que a matriz hessiana € positiva definida, entiao Vx,y € D, VE (z) = u,VE (y) = v, tem-se:

(x —y,u—v) >0

Demonstracao. Defina G (t) = D (ty + (1 — t) z), logo:

G (1) =3 5 (ty+ (1= 1)) (s — )

2

G ()= 03 o (ty+ (1= 1)) (3 = ) 3 — ) =

8ui Uj

=1 j5=1

—x
(yl — 21 Y2 — xz) Hiyy(1-t)a (E) (:z; _ w;) >0

A desigualdade segue de que a matriz hessiana é positiva definida, logo G é estritamente cres-
cente, tem-se G’ (1) > G’ (0), calculando esses valores, obtém-se 37 v; (y1 — x5) > Yooy wi (1 — x4),
logo:
(x —y,u—v) >0
]

Lema 3.5. Nas hipdteses da lema anterior, defina T (uy,us) = (u1,us) + VE (ui,us), T (x) =
n,T (y) =0, entao:
ly —z| < [0 —n

Demonstragao. Tem-se que § —n = T (y) — T (z) = (y — ) + (v —u), pelo lema anterior,
(v-uy—z) >0= (y-—vy-—o)+v-—uy—z) > y-—zy-—z) = @-ny—z >
ly — z|?, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (§ —n,y —z) < |y — z| |6 — 7|, segue:

|y — x| <10 =]
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Como consequéncia direta do lema anterior 7 é injetora, pois: T'(p) =T (w) = |p — w| =
0=p=w.

Lema 3.6. Nas condigdes do lema anterior, tome D = {u = (u1,us) : lul? < R?*}, entao T :
D — T (D) ¢ um difeomorfismo e B = {T (u1,uz) : |T (u1,uz) — T(0)] < R*} C T (D)

Demonstragao. Como E € C? entao T € C*, entdo seja a : (—e¢,¢) — D uma curva regular
qualquer, entdo Toa € C' e (Toa) (t) = JowT (o (t)), mas, pela definicao de T, segue
que J(T) = J(id+ VE) =1d+ H (E) onde id, Id e H (E) sao a fungao identidade, a matriz
identidade e a hessiana de E, respectivamente. Logo:

(Toa) (t) = JaT (& () = Idar) (o () + Hage) (E) (o (t)) = o (t) + Hae (E) (' (1))
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se:

‘O[T o) )] > ((Toa) (t),d (1)) = (a' (t) + Haw (E) (& (1)), &' (t)) =

= |’ ()] (Hag (E) (& (1)) , o/ (t)> = |(Toa) ()] = (Haw (E) (o (1)), 0/ (1)) > 0

A 1ltima desigualdade é dada porque a matriz hessiana de E é positiva definida, por hipo-
tese. Portanto T o a é um difeomorfismo, como a curva foi escolhida com imagem em D
arbitrariamente, segue que 7' é um difeomorfismo em D (com esse argumento conseguimos um
difeomorfismo local, mas, antes do lema, foi mostrado que 7" é injetora, logo é um difeomorfismo
em D). Agora vou mostrar a segunda tese desse lema, mas se T (D) = R? a tese ¢ trivial, entao
suponha T (D) # R?, tome n € T (D) (= R? — T (D)) tal que 1 minimize a distancia a T (0)
(esse n existe, pois Ip > 0 tal que B (T (0),p) contém algum ponto de T (D)¢, logo, como T
¢ difeomorfismo, tem-se B (T (0),p) N T (D) ¢ compacto, logo, existe tal ponto que minimiza
distancia). Tome (z,,),.y C D tal que lim, T (x,) = 0 (essa sequéncia existe, pois se nao
existisse 3B bola aberta contida em 7' (D) e n € B, entao 7 nao minimizaria distancia), (), oy
nao pode ter ponto de acumulagao em D (se tivesse, seguiria que 6 € T' (D), por continuidade),
logo lim,, .« |2,| = R, pelo lema anterior:

T (2n) = T(0)] > |an| = [0 =T (0)| = R

Logo 6 € B¢, como # minimiza a distancia, dado h € T' (D) tem-se |h — T (0)| > |6 — T (0)| >
R = h € B¢, entao T (D) C B¢, segue B C T (D). O

Lema 3.7. Na notacdao estabelecida para superficies nao-paramétricas, se f(uy,us) € uma
solugdo da equacgao das superficies minimas nao-paramétricas em D, seja T (ur, ug) = (u1, uz)+
(F (uy,u2), G (u1,u2)), onde F,G definidas como no Teorema 2.2. EntaoT : D — T (D) é um
difeomorfismo como B = {T (uy, u) : \T(ul,ug) T (0)]* < R*} C T (D)

Demonstragao. Tome E : D — R? tal que 9E _ p 9E _ ¢ logo E € C?. Pelas expressoes

u ’Bu

de F,G e lembrando que W2 =1+ |q*> + [p° + pI’ l¢]* — (p, ¢)?, tem-se:

PE 1+ p|?

det(H(E) =1 Gz === >0

Essas condigbes implicam que H (F) é positiva definida. Agora basta aplicar os lemas anterior
e segue o resultado. O
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Teorema 3.3. Seja S uma superficie na forma nao-paramétricas e f (uy,us) solu¢io da equa-
¢io das superficies minimas nao-paramétricas em todo plano (ui,us). Entdo 3T : R* — R2?
[ (u,u2) = (ug,auy +bug) ,b > 0,a € R tal que T (u1,us) sao pardmetros isotérmicos para a
superficie S.

Demonstrag¢ao. Novamente, tome F, G como no Teorema 2.2, definidas no plano (uy,ug). Pelo
lema anterior, T (uy,us) = (u1,u2) + (F (u1,uz2),G (ug,uz)) ¢ difeomorfismo global. Denote
(u),uy) =T (ur,us), entdo (uj,u,) sdo parametro isotérmicos, basta recordar a demonstragao
do Teorema 2.2 (teo. de exist. de param. iso.). Como (u},u)) s@o parametros isotérmicos e S
¢ minima, x; é harmonica, logo % é analitica, 1 < k < n, tem-se que:

8_1718x2 o 8(1’1,1’2)
Im ( 2 az) = o

Q

T2
Logo % #0e % # 0, entao, ¢ = 2=

1 81’1 81’2
I = 1 —_—
m (¥) %m’? m(@z 82><0

Q

Da segunda condi¢do tem-se Im (¢)) < 0. Sabemos que ¢ ¢é analitica, pelo corolario 1.1,
de=a—0bi,b>0,a € R tal que:

83:2 o 08[)31
0z 0z
Abrindo as expressao das derivadas de x1, x5 e utilizando a equacao acima, tem-se:
1.
81‘2 . a@xl _ 01‘1
ou ouy  Oul
2 0 0 0
x x x
A
oul, oul, o)

Tome I' (uy, us) = (ul, %), sendo I'1, 'y cada componente de I" e lembrando que x; (uy, ug) =

uy, T2 (U1, ug) = ug, pois a superficie estd na forma nao-paramétrica, tem-se:

or, o
ouly  ou
or, oIy
ou,  Oul

Portanto I' = I'; + iI'y satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann, entao I' (u,u)}) é analitica,
logo conforme (basta lembrar da equivaléncia de ser conforme no caso complexo) e, pelo lema
2.3, segue que I' (u), u)) sdo pardmetros isotérmicos. ]

Lema 3.8. Seja S uma superficie na forma nao-paramétrica e x : U — S parametrizagdo de
S. Entao se existe uma transformacgao linear nao-singular T tal que T (uy,us) sao pardmetros
1sotérmicos, entao S estd contida num plano.

Demonstra¢ao. Com um abuso de notagao tome x = x o T, entao 1, x9 sdo lineares (composta

de lineares), logo %, % sao constantes, mas, como os parametros sao isotérmicos, tem-se:
3 811 2 — 85!23 2 12 2
it ()" = 0= 93 constante, logo x5 ¢ lincar e S ¢ um plano. O
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Finalmente, segue o Teorema de Bernstein:

Teorema 3.4. Seja S uma superficie no R3 na forma nao-paramétrica, i.e, grdifico de uma
funcao, solugcao da equacdo das superficies minimas em todo R?, entio S estd contida num
plano.

Demonstrag¢ao. Se S é uma superficie minima nessas condigoes, pelo Teorema 2.3 e o lema
anterior, segue que S estd contida num plano. ]
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4 Superficies Maximas

Nessa secao irei demonstrar o Teorema de Calabi-Bernstein, o qual foi demonstrado por
Calabi, que é o analogo do Teorema de Bernstein s6 que para superficie maximas no Espaco
Lorentziano.

4.1 Introducao as Superficies Maximas

. ~ n . n N n . n
Farei algumas recordagoes sobre o L", seja {e;}._, a base canoénica do R" e seja {dz;};_,

1=

base para o espaco dual de R", esse conjunto também constitui uma base para as 1-formas
(sempre assumirei diferenciaveis) do R”, entao L™ é o R" equipado com:

[y

u,v € L", (u,v); = ; (dzxv) (deju) — (dz,v) (de,u)

i

I
o

ve T ,L" \v]i = ‘(dw%)pv +...+ (dxi_lv)p — (d:ﬂi)pv‘

Onde (dz?),v = ((d:vl) » U) 2, ao que segue, omitirei o ponto p e usarei a identificacao T,L™ = L™,
Lembrando algumas definigoes, U C L. subespago:

(1) Se o produto interno restrito a U for nao degenerado e positivo definido, chamamos U de
tipo espaco;

(2) Se Vu,v € U, (u,v); =0, chamamos U de tipo luz;

(3) Se o produto interno restrito a U for nao degenerado e indefinido, chamamos U de tipo
tempo.

Seja M C L™ uma superficie regular, dizemos que M é tipo espago (respectivamente, tempo
ou luz) se, Vp € M, T,M é um subespago do L™ tipo espago (respectivamente, tempo ou luz).
Analogamente ao caso euclideano, seja x : U — L™ uma parametrizagao de M superficie regular
tipo espago ou tempo e N um vetor normal a superficie:

- Primeira forma fundamental:
[/ 0x Oz
9ij = Bui’ 8Uj L

0%x
bii=(N
Y < ’ 8u28u] >]L

Lembrando que M tipo espago (respectivamente, tempo) < N tipo tempo (respectivamente,
espago), tem-se também que a curvatura média é dada por:

- Segunda forma fundamental:

Ee+ Gg—2Ff
2(EG — F?)

H—

Onde € =

(NNY, | 1, MEé€ tipo tempo
INI[; — | =1, M€ tipo espaco’

Definicao 4.1. Seja M uma superficie tipo espaco, diz-se que M € uma superficie mdzima se
H=0.
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4.2 Superficies nao-paramétricas

Usando a mesma definicao de superficie nao-paramétrica para o espago euclideano, segue
que quando uma superficie M com parametrizagao x : D — L™ esta na forma nao paramétrica,
entdo ela é regular, pois 2%, 92 s3o linearmente independentes e, de forma completamente
? Ou1’ Ous )
analoga ao caso ja feito no R”, tem-se:

Lema 4.1. Sejam M superficie nao-paramétrica definida por x : D — L™ e N3,..., N, : D — R
fungoes de classe Ct. Entdao !Ny, Ny : D — R tal que (Ny,...,N,) € (TpM)l.

Lembrando que no L™ tem-se, se g : R® — R é de classe C*:

19) 0 0
vmg:( g g g)

ou,” T Ou,_q’ Ouy,

Quando nao for colocado o subscrito L™ estarei usando a propriedade em questao no espaco
euclideano. Enunciarei um lema que serd bem ttil na demonstracao do Teorema de Calabi.

Lema 4.2. Seja x (u1,us) = (uy,us, g (u1,us)) uma parametrizagao de M C 1.3, entao:
MEé tipo tempo < |Vg|* > 1
Mé tipo espago < |Vg|* < 1

~ o __ 0, o __ [2) XA
Demonstracao. Segue que <1, 0 —g> LL — <O, 1, aTi)v entao:

% - Y Quy ) 7 Ous

—k

i
dxr Ox ) (J) g | dg dg ]
8u1 8%2 N %ugl N 3u1’ 0u2’
01 3=
U2
Como todo vetor normal & M seréa paralelo ao produto vetorial acima, tem-se, se N é normal
a M: ) )
0 0]
NEé tipo tempo < 79 + 29 <1
aul aul
dg\> [ 99\
NE tipo espaco < 99 + 99 > 1
8u1 8u1
00 \> | (09 \° 2
Como <8_ugl> + (8—5’1) = |Vyg|", segue o resultado. O

Sendo assim, de forma analoga ao caso das superficies minimas, pode-se mostrar a equagao
das superficies maximas nao-parameétricas, seja = (uy, us) = (u1, us, g (u1, us)), entao:

2 2 2
L (09 g\ NPg(, (00 99\ /00 g\ Py _
duy’ Quy /) Oud Quy’ Ouy /) Ou3 duy’ Ouy [ OuyOus

A partir de agora sera usada as seguintes notacoes, seja h : R? — R de classe C?, denote:

oh oh
alh — a—UI agh — 8—u2

*h

2 h = 2 h =
821 a12 aulaUQ
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0%h . 0%h
e 2"

Com isso, pode-se reescrever a equagao das superficies maximas nao-paramétricas, seja
 (uy, ug) = (uy, ua, g (ur, us)):

(1 - <3297 5’29>L> afg + (1 - <3197 819>L) 339 +2 (alg, 329>1L a1229 =0

A partir daqui manterei fixado n = 3, ou seja, todas superficies estarao em IL? (salvo em mengao
explicita ao contrario). Vou mostrar uma outra igualdade, que serd bem util, para a equacao
das superficies maximas nao-paramétrica, = (uy, us) = (u1, us, g (u1, uz)) parametrizagao de M,
segue:

Oh =

. \V4 1
div —92 - (019 — 979 (019)* — 93g (029)° + D1g (019)° + D1902901,9) +
1—|Vy] \/1-1Vyl
1
t—F— (8229 - 8§g (319)2 - 8229 (829)2 + 6229 (829)2 + 3198298329) =
V1—1Vgf
1

= ———— ((1 - (229)*) g + (1 = (019)*) D39 + 201902907,9)

V1-1Vgl®

Da ultima igualdade segue que div | —— ) = 0 é equivalente a satisfazer a equacao
g g q (m) q quag

das superficies méximas nao-paramétricas. De forma completamente analoga, se x (u1,us) =
(w1, usg, f (u1,us)) uma parametrizagao de S superficie no R3, pode-se mostrar que:

Vf
V1+IVP

4.3 Teorema de Calabi-Bernstein

div

= 0 < fsatisfaz a equacao das superficies minimas nao-paramétricas

Mostrarei um teorema que junto com o Teorema de Bernstein (ja demonstrado) tém como
corolario o Teorema de Calabi-Bernstein, farei uma breve revisao sobre formas no R2?, tome
{dz,dy} base dual da base canonica do R?, seja X = (X, X3) um campo de vetores no R?
defina:

wx(p) (v) = (X (p), )
E facil ver que wy = X dz + X,dy. Denotando por d a derivada exterior e o operador .J (z,y) =
(—y, x), tem-se:

X, 0X
dwx = dX, Adx + dXo Ady = (—@Jr&) dz A dy
dy ox

Com isso, ¢ facil ver que (div (X)) dx A dy = dwyx.
Teorema 4.1. Seja Q C R? simplesmente conexo, sao equivalentes:

(i) 3f € C? nao linear em Q tal que div <\/1+V—fv> =0;

(ii) 3g € C? nao linear em Q tal que div (—_1Y9v92> —0e|VgP<1.
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Demonstracao. Utilizando as notacoes anteriores, tem-se:
(i) = (ii)
Seja F'= ——__ como divF = 0, segue que a 2-forma dw(ry € fechada em €, tome g € C?

ViHV

tal que J (F') = Vg (o lema de Poincaré garante que 35 uma 0-forma, i.e, funcao diferenciavel,
tal que dff = wyry = (J (F),.), note que V3 = J (F), tome g = ), como J é uma isometria,

2
segue que |Vg|*> = 1J|rv|é|f‘2 < 1, portanto o grafico de g é uma superficie tipo espaco. Tem-se
2
também —L— = ML — 1 4 |V f]?, observe que J2 = J o J = —Id, entdo:

1-|Vgl* — Vg

J % = /14 |Vf[PT(Vg) = -Vf
1—[Vy|

Logo div <\/%) de Ndy = de< o ) = —dwyf = — <_aam_gy+ ;;—5;) dz AN dy = 0,
1-|Vg?

Vg

= 0, basta provar que g nao é linear
1_|Vg2> : provar que g :

entao a forma é fechada, o que implica div (

2
suponha, por absurdo, que seja, logo |Vg|2 é constante, mas |Vf|2 = % e J(F) = Vg,

entao V f tem que ser constante, contrariando a hipdtese que f é nao linear, logo g é nao linear.
(i) = (i)

Seja G = \/%, IVg|> < 1, como divG = 0, segue que a 2-forma dwy() € fechada em €,
-|vg

2
tome f € C? tal que J (G) = V£, como J é uma isometria, segue que |V f|> = 1‘—V|é‘g|2' Tem-se
‘ 1 IVel? g 2 5
também W = W =1 |Vg] R entao:

I L) =1Vl (vh) = -V
V1+IVIP

. 9?2 9?2 —
Logo div (\/%) dr AN dy = de< o ) = —dwy, = — <_8fc_8%; + ayagg;> de N dy = 0,

14|V £2

entao a forma é fechada, o que implica div (%) = 0, f é nao linear, com o mesmo

argumento do caso anterior.
0

Lembrando que o R? é simplesmente conexo, entdo pode-se tomar 2 = R? e enunciar o
teorema anterior (de forma informal) da seguinte maneira: existe uma solu¢ao nao linear no
R? da equacao das superficie minimas se, e somente se, existe uma solucao nio linear no R?
da equacao das superficies maximas. Finalmente, pode-se enunciar o Teorema de Calabi-
Bernstein:

Teorema 4.2. Seja M uma superficie no L3 na forma nao-paramétrica, i.e, grafico de uma
fungao, solucao da equacao das superficies mdzimas em todo R?, entdo M estd contida num
plano.

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema de Bernstein e o Teorema anterior. O
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