Przed 2 etapem LX OM — Rozwigzania

Dzien 1

1. Na prostej CD po przeciwnej stronie punktu C' niech E’ bedzie punktem takim, ze DE’ = BE.
Wéwezas AADE' = AABE (cecha bok—kgt-bok), wiec /FAE' = /FAD+ /DAFE' = /FAD+ /BAE =
45°. To w polaczeniu z AE = AE’ daje (znowu wobec cechy bok—kqt-bok), ze AFAE' = AFAE, wiec
BE+FD=DFE +FD=FE'=FE.

2. Mamy 10299 +1 = 10727 + 1 = (10278 +1)(1+ 102" + (1027®)2 4. .. + (102™®)5), wiec podana liczba
jest ztozona.

3. Tak naprawde wystarczy rozumieé jak obliczy¢ ile jest funkcji niemalejacych f : {1,2,...,m} —
{1,2,...,n}. To robi sie np. przez takie kodowanie: kazdej takiej funkcji niemalejacej wzajemnie jed-
noznacznie odpowiada rozmieszczenie m identycznych kul w n ponumerowanych szufladach, czyli ciag
zero—jedynkowy ztozony z m zer (kule) i n—1 jedynek (przegrédki miedzy kolejnymi szufladami). Takich
ciagbéw jest oczywiscie (mt;“l). To, ze funkcja ma przyjmowaé warto$¢ 5 oznacza, ze w szufladzie nr
5 musi sie znajdowaé co najmniej jedna kula, wiec szukana liczba funkcji to (liczba kul do rozlozenia

(10—1)+(10—1))
10—1 :

maleje o 1 i wynosi 10 — 1) (
4. Zalézmy, ze udalo sie pokry¢ danymi klockami szachownice. Kolorujemy
22 pola szchownicy jak na rysunku (na szaro). Kazdy klocek 3x1 przykrywa
doktadnie jedno zamalowane pole. Tych klockow jest 21, wiec klocek 1x1 musi
leze¢ na zamalowanym polu. Wykonujac symetryczne (dokladniej, srodkowo—
symetryczne, wzgledem $rodka szachownicy) kolorowanie (w drugim kierunku)
na zielono wida¢ juz tatwo, ze klocek 1x1 musi leze¢ na jednym z czterech pol
(wymienionych w tezie zadania) zamalowanym obydwoma kolorami. Z drugie;
strony tatwo sprawdzié, ze jesli lezy on juz na jednym z tych pdl, to pokrycie
szachownicy klockami jest wykonalne.

5. Na podstawie cechy kqt-kqt-kqt z zalozen zadania wynika podobienstwo
AABM ~ ADAM. Zatem % = %. Ale AM = MC, wigc z poprzedniej réwnosci i réwnosci katow
/[BMC = /CMD mamy (cecha kgt—bok-kqt) ABMC ~ ACMD. Stad /BCD = 180° — /BMC =
180° — LBAD, czyli na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ okrag.
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6. Stosujemy niezawodna sztuczke dodac—odjgc
et4d =2t 40P 440 = (22 +2)° - (22)? = (2 — 20+ 2) (2?2 +224+2) = (= 1)+ D ((z +1)2+1),

skad widaé, ze liczba z* + 4 jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy (z —1)2+1>1i(x+1)2+1>1, co
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = # +1.

7. Wystarczy udowodnié, ze tréjkat ADI jest réwnoramienny. Mamy (kat zewnetrzy w tréjkacie jest
suma pozostalych katéw wewnetrznych) ZAID = /TAC+ LACI, ale LIAC = /IAB, /ACI = /ICB =
/DAB, wiec LAID = /IAB+ /DAB = /IAD, a to chcieliémy wykazac.

Uwaga. To zadanie pokazuje jak jednym ruchem cyrkla wyznaczyé¢ srodek okregu wpisanego w okag
majac juz narysowany trojkat, okrag opisany i dwusieczna.

8. Wystarczy zauwazy¢, ze przy kazdym posunieciu skoczek zmienia kolor pola na ktérym stoi. Zatem
jesli stoi np. na czarnym rogu szachownicy, to po 2009 ruchach bedzie stal na bialtym polu, czyli nie jest
mozliwe, aby przeszedl do przeciwleglego rogu ani tez wroécil do punktu wyjscia. Ale sasiedni rog jest
biaty. Nietrudno znalez¢ dla skoczka Sciezke dlugosci 2009 prowadzaca don.



9. Mozna sprawdzié, ze podana nierownosé jest réwnowazna nastepujacej
abez (a+b—c)la—b+c)(—a+b+c).

Jedli dokladnie jeden nawias z prawej strony jest ujemny, to nieréwnosé jest oczywista. Dwa nawiasy nie
moga by¢ jednoczesnie ujemne, bo dodajac je mamy sprzecznosé (np. jeSlia+b—c <0, a—b+ ¢ <0,
to po dodaniu 2a < 0 — sprzecznosé). Zatem mozemy dalej bez utraty ogélnosci zaktadaé, ze kazdy z
nawiasOw po prawej jest nieujemny. Wéwczas z nierownosci miedzy érednia arytmetyczna i geometryczna
dostajemy

(—a+b+c)a—b+c)la+b—c)=+/(—a+b+c)la—b+c) x
Via+b+ce)atb—c)-V(a—b+e)la+b—c) <
(—a+b+c)+(a—b+c) . (—a+b+c)+(a+b—c) "
2 2
(a—b+c)+(a+b—c)
2

= abc.

10. Oznaczmy przez I $rodek danego okregu wpisanego w czworokat PNSM, przez r jego promien i
przez X, Y punkt stycznosci tego okregu z bokiem M.S, M P odpowiednio. Mamy APIY ~ ADPA,
wige PY = IY 24 = 2r. Ponadto SX = r (dlaczego?), wigc MP — MS = PY +YM — (MX + SX) =
2r+YM —MX —r =7r,bo MY = MX (najmocniejsze twierdzenie geometris).



