O objetosciach bryt
Tomasz Tkocz

STRESZCZENIE. Notatki te, przygotowane do referatu wygloszone-
go na kotku w IT LO w Rybniku, pokazuja jak juz starozytni wypro-
wadzili wzory na objetos¢ czworoscianu, kuli i na pole powierzchni
kuli. Autor opart je w calosci na odpowiednich rozdziatach z ksiazki
[Kor06].

0. Czy % we wzorze na pole trojkata nas dziwi? Oczywiscie, nie —
wystarczy dobrze pociaé tréjkat (por. rysunek ).

Czy potrafimy podobnie
zrobi¢ z czworoscianem, tzn.

pociacé go tak, zeby zbudowac

z niego graniastostup i prze- ﬂ

kona¢ si¢ tym samym o praw-

dziwosci % we wzorze na je- ﬂ M
go objetos¢? Okazuje sie, ze

nie zawsze (problem Hilberta

rozwiazany przez Dehna, por.
[Kor08, AiZi])! Mimo to, juz
Euklides w Elementach (IV
w. p.n.e.) dowodzi wzoru

RysuUNEk 1. Jak z tréj-

kata zrobi¢ réwnolegto-
bok

1
Vezworoscian = 3 -pole podstawy - wysokosé.

Sprobujemy dzisiaj przesledzi¢ jego tok rozumowania.

1. Podobnie, intrygujace wydaja sie % i 4 we wzorach z kulg. Tutaj
pujdziemy za praca Archimedesa (III w. p.n.e.) O kuli i walcu, aby
zobaczy¢ skad sie biorg te nieoczywiste wspotczynniki liczbowe.

Euklides korzysta z metody wyczerpywania Fudoksosa, inaczej zwa-
ng tez catkq Fudoksosa lub catkowaniem starozytnych.

Chodzi o to, ze chcemy zmierzy¢ figure (albo bryle) #. W tym celu
wyjmujemy z niej jej czes¢ F1, ktérej miare znamy (np. graniastostup)
przy czym musi byé¢ ona wieksza od polowy miary calej figury (co
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Wypisujac liczby
1,2,... po kolei, ale
kazda nastepna dwa
razy  szybciej  wypi-
szemy je wszystkie w

skonczonym czasie!

RYSUNEK 2. Wyczerpywanie

trzeba udowodni¢ i to moze nie by¢ latwe, wszak nie znamy |.Z]). Z
pozostata czescia F#\.F odgrzewamy dowcip — wyjmujemy %, przy
czym || > | F\F1|, itd. dostajac figury 71, F, .. .. Zauwazmy, ze

| F1| + | Fo| + ...+ | Tl + ... = |F]

[stotnie, wiemy, ze

(12| Tl + -+ | Tl

bo kolejne figury .%; sa wyjmowane z .% isg roztaczne. 7 drugiej strony
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Aleprzeciez%+---+2%+---:1,

b01—<%+-~-+2%) = 2 (por.

/8 116 ..

rysunek), wiec liczba 3+ - 455+
. 16zni sie dowolnie mato od 1,
wiec te liczby muszg by¢ rownel!



2. Zobaczmy teraz jak Fu-
klides wyczerpuje czworo$cian
F = ABCD, aby obliczy¢ je-
go miare (objetosé). Wyjmu-
jemy %7 := graniastostupy
KNMLQC, KBLNPQ. Wy-
jeliSmy wiecej jak potowa,
bo pozostale czworosciany
AKMN, NPQD mozna zmie-
Sci¢  odpowiednio w tych

A K B graniastostupach (wystarczy

przesunaé réwnolegle by to
zobaczy¢). Z kazdym z czworoscianéw AKMN, NPQD odgrzewamy
dowcip — wyjmujemy z nich odpowiednie graniastostupy dostajac %,
itd. Zatem

| F| =%+ | P+ ...+ |F| + ...
Ale || = 2 47| = 1.7, bo kazdy z czworoscianéw AKMN,
NPQ@D to czworoscian ABC'D w skali 1 : 2, czyli wyjmowane za dru-
gim razem graniastostupy maja objetos¢ 2 - % = i objetosci grania-
stostupéw wyjmowanych za pierwszym razem. Zupelie analogicznie

mamy
1 1
| T3] = i\c%\ - EL%L

itd. wiec
|ﬁ\—\y|(1+1+i+ )—é\y\
= 1 1 2 o] = 3 1].

Ale
1
1| = [KNMLQC| + [KBLNPQ| = |

1 1 1
+Z|ABC| : §wysokoéé = Z|ABC| - wysoko§¢,

1 1
: 5\ABC| : §wysokoéé

bo KNMLQC' to potowa graniastostupa o podstawie KLCM (ktéry
jest rownolegtobokiem o polu bedacym potowa pola trojkata ABC) i
wysokosci stanowigcej potowe wysokosci czworoscianu ABC'D opusz-
czonej z wierzchotka D, za$ graniastostup K BLN P() ma podstawe
K LB — ¢wiartka trojkata ABC'. Ostatecznie
- 41
F1=33
2. Wtasciwie istota powyzszego dowodu nie jest wspotczynnik %,
ktory tatwo widzie¢ z rysunku , ale postaé wzoru na objetos¢ — ze jest

ona proporcjonalna do iloczynu pola podstawy i wysokosci.
3

1
|ABC'| - wysokos¢ = 3 -pole podstawy - wysokosé.



RYSUNEK 3. Skad 37

RYSUNEK 4. Aproksymacja powierzchni kuli stozkami $cigtymi

3. Sprébujmy zmierzy¢ sie z kula i zacznijmy od wzoru na jej pole
powierzchni. Archimedes wpisuje ja w walec o wysoko$ci 2R i promieniu
podstawy R. Prowadzimy dwie plaszczyzny réwnolegte do podstawy
walca odlegte o h i w potowie odlegtosci miedzy nimi prowadzimy ptasz-
czyzne styczng do kuli — powstaje powierzchnia boczna stozka Sciete-

50

. . . . SA o
go. Jej pole powierzchni wynosi 7 - SP - AB, ale 90 = 5p skad (SA =
4



%AB) SP-AB =250 -AQ = 2R~% = Rh, wiec to pole wynosi 2n Rh =
pole powierzchni bocznej walca wycietej przez te ptaszczyzny. Kule moz-
na przybliza¢ dowolnie doktadnie powierzchniami bocznymi coraz mniej-
szych stozkéw Scietych, wiec

pole powierzchni kuli = pole powierzchni bocznej walca
=21R-2R = 47 R

CE———> < =

RYSUNEK 5. Objetos¢ kuli

Jesli chodzi o objeto$¢, to Archimedes rozumuje jak nastepuje.
Whpiszmy jeszcze w walec stozki jak na rysunku ??7 i znowu rozwaz-
my przekroj ptaszczyzna rownolegta do podstaw walca, odlegta o z od
srodka walca. Tym razem jednak patrzymy na pole powierzchni odpo-
wiednich przekrojow. Widzimy, ze sa jednakowe dla dowolnego z, stad
objetosci sa rowne (jak bedziemy nalewaé wody do obu naczyé réw-
noczesnie z ta sama predkoscia, to bedzie sie ona w obu naczyniach
podnosi¢ tak samo szybko, wiec nalejemy jej tyle samo). Zatem
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Vi(ula = Vwalec — 2‘/;toiek = 7TR2 ‘2R — 2§7TR2‘ = §7TR3-
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