Twierdzenie Halla o malzenstwach

Tomasz Tkocz

STRESZCZENIE. Notatki te, przygotowane do referatu wygloszone-
go na kotku w IT LO w Rybniku, pokazuja jak mozna rozwiazywac
zyciowe problemy oraz te bardziej abstrakcyjne, jak np. uzupetnia-
nie prostokatéw tacinskich, przy uzyciu kombinatorycznego twier-
dzenia o malZeristwach. Autor opart je w calosci na odpowiednim
rozdziale z ksiazki [Wil].

1. Wstep

Wyobrazmy sobie, ze mamy m
dziewczyn i pewng liczbe chlopcow.
Kazda dziewczyna chce wyjs¢ za maz,
Co przy czym kazda z nich godzi si¢ po-
c slubi¢ tylko pewnych chtopcow sposrod

3 . . .
wszystkich. Chtopcy natomiast nie ma-
ja nic do gadania. Jesli jakas go chce,

dm Cn, to bierze on ja bez zastanowienia. Kie-

dy uda si¢ tak dobra¢ mezéw, aby kaz-
da dziewczyna poslubita doktadnie jednego i, oczywiscie, kazda inne-
go? Oczywisty warunek konieczny jest taki, aby dowolne k dziewczat,
1 < k < m, godzito si¢ tacznie poslubi¢ co najmniej k£ chtopcow. Na-
zwijmy to warunkiem kojarzenia malzenstw. Okazuje sie, ze jest o
to juz warunek wystarczajacy do istnienia skojarzenia. Jest to tres¢
tytutowego twierdzenia, pochodzacego z 1935r. od Philipa Halla

C1

2. Dowdd twierdzenia

Podamy teraz sobie dowdd tego dziwnego rezultatu. Bedzie on prze-
biegat indukeyjnie, a pochodzi od P. Halmosa i H. E. Vaughana.

IPhilip Hall (1904-1982) — angielski matematyk, pracowal na Uniwersytecie
w Cambridge; zajmowal sie glownie teoria grup, w szczegdélnosci skonczonych i
rozwigzalnych.
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TwIERDZENIE 1 (Hall, 1935). Problem kojarzenia matienstw z m
dziewczynami ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi naste-
pujgcy warunek kojarzenia matzenstw
()

kazde k dziewczyn, 1 < k < m, zna {gcznie nie mniej niz k chiopcow.

DowoOD. Indukcja po m. Dla m = 1 wszystko jasne — dziewczyna
wychodzi za maz za swojego znajomego (ma przynajmniej jednego z
zatozenia) i juz. Zalézmy teraz, ze mamy m > 1 dziewczat. Sa mozliwe
tylko dwa przypadki

1° kazde k dziewczat, dla kazdego k < m, zna lacznie przynajmnie;
k+1 chtopcow (jeden jest zawsze w zapasie). Robimy tak. Bierzemy
pewna dziewczyne i wydajemy ja za maz za pewnego jej znajomego.
Dla pozostalych m — 1 dziewczat i pozostatych chlopcoéw warunek
(%) jest nadal spetiony (jeden chtopiec byl zawsze w zapasie), wiec
wydajemy je szczesliwie za maz na mocy zalozenia indukcyjnego.
Wszyscy sa zadowoleni.

2° Pewien zbior k dziewczat zna doktadnie k chtopcow, dla pewnego
k < m. Wydajemy je za nich za maz wobec zalozenia indukcyjnego.
Dla pozostatej grupy m — k dziewczat i pozostatych (= nie ozenio-
nych) chtopcéw (x) tez zachodzi. No, bo gdyby pewne | < m — k
dziewczat wsrod tych pozostatych chtopcow znato ich tacznie mniej
jak [, to one wraz z juz wybranymi k dziewczynami, czyli [ + k
dziewczyn, znatoby tacznie mniej jak [ + k chtopcoéw, co przeczy za-
tozeniu. Zatem pozostate m — k dziewczyn tez si¢ uda indukcyjnie
wydac¢ za maz za pozostatych chtopcow.

U

Mozemy spojrzeé teraz na rysunki i przyktady réznych graféw zna-
jomosci i réznych skojarzen lub ich brak.

RYSUNEK 1. m =1



RYSUNEK 2. m =2

QU O o &
QU W N =

RYSUNEK 3. m =4

QU O o &
U W N =

RYSUNEK 4. Nie ma skojarzenia, bo {a, ¢,d} zna tylko {2,4}

3. Inne sformulowania

Popatrzymy teraz na twierdzenie Halla w innych jezykach.
Troche mniej zyciowo i mniej po ludz-
ku. Ale przyda nam sie to w za-
stosowaniach. Najpierw powiemy sobie
w jezyku kropek i kresek, czyli gra-
fow. Rozwazmy graf dwudzielny G =
G(V,W; E), czyli zbiér wierzchotkéw
(kropek) V U W i krawedzi E (kresek

V %% taczacych kropki), przy czym krawedzie

sg tylko tego typu, ze jeden koniec ma
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w V', a drugi w W. Skojarzeniem z V' do W w G nazywamy taka
funkcje réznowartosciowa f: V. — W, ze wierzchotki v i f(v) sg pola-
czone krawedzig. Twierdzenie Halla mozna wypowiedzie¢ nastepujaco

TWIERDZENIE 2 (Hall, wersja grafowa). W grafie dwudzielnym G =
G(V,W; E) istnieje skojarzenie z V. do W wtedy i tylko wtedy, gdi

(xx) |A| < |Z(A)|, dla kaZdego podzbioru A zbioru V,

gdzie N(A) (znajomi zbioru A) oznacza zbior wierzcholkow z W bedg-
cych koncami krawedzi o poczgtkach w A.

Do tego samego mozna tez podejs¢ moéwigc o rodzinach zbioréow.
Zatézmy, ze mamy rodzine niepustych podzbioréw % = {Si,..., S}
pewnego ustalonego zbioru X (S; to zbiér chtopcow, ktérych godzi sie
wziaé za meza i-ta dziewczyna). Rodzina # ma transwersale, gdy
istnieje m-elementowy podzbior {xy,...,z,} zbioru X taki, ze z; €
S; (czyli po ludzku, gdy dla kazdej dziewczyny mozna wybraé¢ innego
meza. )

TWwIERDZENIE 3 (Hall, wersja traswersalowa). Rodzina % = {Sj,...

niepustych podzbiorow zbioru X ma transwersale wtedy i tylko wtedy,
gdy

(xx %) dla kazdego zbioru indeksow I C {1,...,m} |I| <

U s

el

PrzykiAD 1. a) Rodzina . = {{1,2},{2,3}} ma transwersale (i
to nie jedna!).
b) Rodzina . = {{1},{2,3},{3},{2,3}} nie ma transwersali.

4. Zastosowania

Kilka tadnych zyciowych przyktadow uzycia twierdzenia Halla zo-
baczymy w zadaniach. Tutaj zobaczymy jak tadnie ono pracuje przy
kombinatoryczno - teorio liczbowym problemie kwadratéw tacinskich.
Prostokatem lacinskim wymiaru m x n nazywamy tablice mn liczb
catkowitych 1,...,n o tej wtasnosci, ze w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie znajduja sie liczby parami rézne. Kwadratem tlacinskim
n X n nazywamy oczywiscie prostokat tacinski wymiaru n x n.

PrRzYKLAD 2. 1. Jedli prostokat tacinski ma wymiary m x n, to
m<n.

2| A| oznacza liczbe elementéw zbioru A; np. |{&, O} = 2.
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Nasuwa sie pytanie, czy kazdy prostokat tacinski mozna uzupetnic
do kwadratu tacinskiego (dodajac odpowiednia liczbe wierszy)? Zaska-
kujace jest to, ze i owszem! Uzasadnienie zas przynosi twierdzenie Halla
w wersji z transwersalami. Nietrudno spostrzec, ze wystarczy udowod-
ni¢ co$ takiego

TWIERDZENIE 4. Do kazdego prostokqta tacinskiego wymiaru mxn,
m < n, mozna dodac wiersz tak, aby dostac¢ prostokqt tacinski wymiaru
(m+1) x n.

DowOD. Niech # = {51,...,5,}, gdzie S; to podzbidr zbioru liczb
{1,...,n}, ktére nie wystepuja w i-tej kolumnie wyjsciowego prosto-
kata. Jest jasne, ze transwersala rodziny .% daje szukany wiersz. Ona
natomiast istnieje wobec twierdzenia Halla. Wystarczy bowiem spraw-
dzi¢, czy dla dowolnego I C {1,...,n} mamy |I| < |U;e; Si|. Ale ta
suma ;7 S;, wliczajac powtorzenia, zawiera dokltadnie |I|(n —m) ele-
mentéw. Gdyby byto wiec w tej sumie mniej jak || elementéw, to
ktorys powtorzytby sie wiecej jak n —m razy. Tymczasem w pelnej su-
mie U;er S; kazda liczba 1, ..., n powtarza sie n —m razy, bo prostokat
jest tacinski. Sprzeczno$¢ konczy dowdd. 0

5. Zadania

1. Przypudémy, ze dziewczyny a,b, ¢ znaja chtopcow 1,2,3,4 we-
dhug tabeli
all,2,3
b2,
c]2,3
a) Narysowa¢ graf dwudzielny opisujace te znajomosci
b) Sprawdzi¢ warunek skojarzenia malzenstw dla tych znajomosci
¢) Wypisa¢ pie¢ réznych skojarzen
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2. Budowlaniec poszukuje malarza, ciesli, hydraulika i Slusarza.
Otrzymuje zgloszenia od pieciu os6b: murarza, ciesli, osoby z kwali-
fikacjami murarza i hydraulika, dwoch osob, ktére moga pracowaé jako
hydraulicy i slusarza. Czy budowlaniec ruszy z robotg?

3. Wyjasni¢ dlaczego w grafie dwudzielnym G = G(V,W; E) z ry-
sunku nie ma skojarzenia z V do W?

4 w

4 (Harem). Odwracamy kota ogonem i przypus$émy, ze chtopcy wy-
bieraja swoje ukochane i kazdy chce poslubi¢ wiecej niz jedna. Sformu-
towa¢ warunek konieczny i dostateczny na to, aby problem haremu miat
rozwiazanie. (Wskazowka: sklonowaé odpowiednia liczbe razy kazdego
chlopca i skorzysta¢ z twierdzenia Halla.)

5. * Udowodnié¢, ze jesli G = G(V, W; E) jest grafem dwudzielnym,
w ktérym stopien kazdego wierzchotka ze zbioru V' jest nie mniejszy od
stopnia dowolnego wierzchotka ze zbioru W, to w G istnieje skojarzenie
zV do W.

6. *

a) Udowodnié, ze jesli kazda dziewczyna zna r chtopcéw i kazdy chto-
piec zna r dziewczyn, to istnieje skojarzenie.

b) Udowodnié, ze w grafie dwudzielnym regularnym stopnia r istnieje
skojarzenie. Wywnioskowac¢, ze indeks chromatyczny takiego grafu
Wynosi 7.

7. * Dany jest problem malzenstw z m dziewczynami, ale wiadomo,
ze kazda dziewczyna zna co najmniej ¢ chtopcéw. Udowodnié (wsk.
indukcja po m), ze istnieje przynajmniej t!/(t — m)! skojarzen, gdy
m < t oraz t! skojarzen, gdy m > t.

8. Czy rodzina {{1},{2,3},{1,2},{1,3},{1,4,5}} ma transwersa-
le? Odpowiedz uzasadnic.

9. Ile réznych transwersal ma rodzina {{1, 2}, {2, 3}, {3,4},...,{2010,1}}?
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10. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdéd Halmosa i Vaughana twier-
dzenia Halla w wersji transwersalowe;j.

11. Podac¢ przyktad prostokata tacinskiego wymiaru 5x8 i kwadratu
tacinskiego wymiaru 6 x 6.

12. Znalez¢ dwa sposoby rozszerzenia prostokata tacinskiego [£ 233 3]
do kwadratu tacinskiego wymiaru 5 x 5.

13. *

a) Dowiesé, ze jesli m < n, to prostokat tacinski wymiaru m x n mozna
powiekszy¢ do prostokata tacinskiego wymiaru (m + 1) X n na co
najmniej (n —m)! sposobéw.

b) Wywnioskowaé, ze istnieje co najmniej n!(n—1)!-...- 1! kwadratéw
tacinskich n x n.

14. * Talie 52 kart dzielimy na 13 réwnych kupek. Udowodnié, ze
zawsze mozna wybrac¢ po jednej karcie z kazdej kupki, aby wérod wy-
branych 13 kart byty wszystkie figury (jest ich 13: As, Krdl, ...).

Dodatek A. Rozwigzania zadan z x

5. Zatézmy, ze warunek skojarzenia nie jest spetniony, tzn. istnieje
k> 11 wierzcholki v; € V', w; € W takie, ze

{wy,...;,w} =7 ({vr,...,06}).

Oczywiscie stad, krawedzie wychodzace z wierzchotkow sa zawarte w
zbiorze krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw wy, ..., w;. Zatem

! k
Z deg w; > Z deg v;.
i=1 i=1

Ale degv; > degw;, dlai=1,... 1, wiec

k ! k ! k l
Zdegvi = Zdegvﬁ— Z degv; > Zdegpr Z degv; > Zdegwi,
i=1 i=1 i=1+1 i=1 i=1+1 i=1
co daje sprzeczno$c.]

6. a) od razu z 5. b) To, ze nie da si¢ pokolorowa¢ r — 1 kolorami
jest jasne, bo istnieje wierzchotek stopnia r. To, ze da sie pokolorowaé
r kolorami robimy indukcja po r. Dla » = 1 wszystko jasne. Niech
r > 1. Wezmy skojarzenie, ktére istnieje z a). Pomalujmy jego krawe-
dzie pierwszym kolorem i wywalmy te krawedzie z grafu (zostawiajac
wierzchotki). Dostaniemy graf dwudzielny r — 1-regularny i jazda z in-

dukcja.[]
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7. Dla m = 1 jest wszystko jasne. Niech m > 1. Rozwazmy przy-
padki

1° m < t; wtedy wybieramy dowolne m — 1 dziewczyn i z kazdego z
t!/ (t — (m —1))! skojarzen tych m — 1 dziewczyn (zalozenie induk-
cyjne) robimy co najmniej t—(m—1) skojarzen wszystkich dziewczyn
wydajac za maz nie wybrang dziewczyne za kolejny chtopcow, kto-
rych ona zna i ktérzy nie sg jeszcze ozenieni (jest ich przynajmniej
t—(m—1)).

2° m = t; stosujac zatozenie indukcyjne do dowolnie wybranych m — 1
dziewczyn dostaniemy ¢!/(t —m + 1)! = t!/1! = ¢! skojarzen i kazde
z nich w oczywisty sposob si¢ uzupelnia do skojarzenia wszystkich
m dziewczyn.

3° m > t; wtedy nasladujemy indukcje z dowodu Holmosa i Vaughana.

O

13. Bezposrednie zastosowanie zadania 7.

14. Rozwazmy transwersale .# = {S,..., 513}, gdzie S; to zbiér
wszystkich numeréw kupek w ktorych jest i-ta figura. Zatézmy, ze dla
podzbioru I zbioru {1,...,13} nie zachodzi warunek skojarzenia, tzn.

Usi
el
Ale wktadajac 4]1] kart do |U;e; Si| szuflad = kupek w ktére§ musza
sie znalez¢ wiecej jak 4 karty. Jest to sprzeczne z tym, ze kupki na
ktore podzieliliSmy karty sg 4 elementowe. Twierdzenie Halla konczy
rozwigzanie.

1] >
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