Wrze$niowe kétko we Fryczu (grupa starsza) — Céva i Menelaos

9.1X.2009r.

Twierdzenie 1 (Menelaos). (1) Dany jest tréjkat ABC i prosta PQR,
gdzie P,Q, R lezq na prostych zawierajgcych boki tréjkata (por. rysunki).
Wtedy
S C AR BQ CP

) RBQCPA

(2) Jesli P,Q, R lezg na prostych zawierajgcych boki tréjkgta ABC' jak na
jednym z ponizszych rysunkdéw oraz zachodzi (%), to te punkty sq wspél-
R liniowe.

Dowdd. Ustalmy uwage na przypadku z pierwszego rysunku (drugi przypadek
P jest analogiczny).

% %, % = %, skad po wymnozeniu

(1) Z twierdzenia Talesa mamy
Q stronami teza.
(2) Niech prosta PQ przecina prosta AB w punkcie R'. Mamy z (1)
AR BQCP
RBQCPA
g,RB/ = %, skad (R, R’ leza po tej samej

co wraz z zalozeniem (x) daje

A B R\ stronie punktu B) R = R/'.

O

Twierdzenie 2 (Céva). Jesli P,Q, R lezg odpowiednio na bokach BC,CA, AB

N M trojkgta ABC, to AP,BQ,CR przecinajqg sie w jednym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy
AR BP CQ
() [l A
RB PC QA

Dowdd. Trik jest identyczny jak przy dowodzie twierdzenia Menelaosa.
7=="” 7 twierdzenia Talesa mamy

ARBP CQ _ MC BACN _

RB PC QA CN MC AB

7<="” Niech AP, BQ przecinajg si¢ w punkcie X. Prowadzimy prosta CX —
przecina ona AB w punkcie R’. Dalej jak u Menelaosa. O

C
Twierdzenie 3 (Céva, wersja trygonometryczna). Jesli P, Q, R lezq odpowiednio
na bokach BC,CA, AB tréjkqta ABC, to AP, BQ,CR przecinajq sie w jednym
Q punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy % % % =1.
p Dowéd. Mamy z twierdzenia sinuséw Sig% = SX‘B‘S, Siggz = sfq"cfs, skad 2::3; =
BP AC .. sinB) _ QC AB siny; _ AR BC sinaj siny) sinf8; __
CP AB* Podobnie sinfBys = QA BC’ sinqg =~ RB CA" Zatem sin ag sinyg sin By T
AR DL SS, cayli twierdzenie Cévy 2 koficzy dowdd. m
a; B2
A R B

Kilka zadan

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Prosta k przecina odcinki AB i BC' odpowiednio w punktach Y, Z oraz proste DA i CD
odpowiednio w punktach X, T'. Wykazac, ze
DX AY BZCT _,

XAYBZCTD

2. Punkty X iY naleza odpowiednio do bokéw BC' i DA czworokata ABCD, przy czym % = %. Prosta XY przecina odcinki

. R . . . AL _ DK
BD i AC odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze T& = £5-

3. Dany jest czworo$cian ABCD. Sfera s jest styczna do krawedzi AB, BC,CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Wy-
kazaé, ze punkty K, L, M, N leza na okregu.

4. Odcinek AD jest wysokoscig tréjkata ostrokatnego ABC, punkt M nalezy do tego odcinka. Proste BM i C M przecinajg odcinki
AC' i AB odpowiednio w punktach E i F. Wykazaé, ze pélprosta DA jest dwusieczng kata EDF.

5 (LXOMIIst). Roztaczne okregi o1 i 02 o srodkach odpowiednio I1 i Iz sa styczne do prostej k odpowiednio w punktach A; i
A oraz leza po tej samej jej stronie. Punkt C lezy na odcinku I1l2 , przy czym ZA1C Az = 90° . Dla ¢ = 1,2 niech B; bedzie
punktem réznym od A;, w ktérym prosta A;C przecina okrag o;. Dowie$¢, ze prosta By By jest styczna do okregéw o1 i o2 .



