Wrze$niowe kétko we Fryczu nr 2 — Dirichlet i < A (nieréwnosé tréjkata)
8.IX.2009r.

Twierdzenie 1 (Zasada szufladkowa Dirichleta). Danych jest n brylantdw powkladanych jakos do k szufladek.
Jesli n > k, to w pewnej szufladce znajdg sie co najmniej dwa brylanty.

Rownowaznie, jesli n elementowy zbior X podzielimy na k rozlgcznych podzbioréw i n > k, to ktorys z tych
podzbioréw zawiera co najmniej dwa elementy.

Rownowaznie, nie istnieje funkcja réznowartosciowa ze zbioru n elementowego w zbior k elementowy, jesli
n>k.
Twierdzenie 2 (< A). Dane sqg rdzne punkty A, B, C' na plaszczyZnie. Wéwczas

AB < AC + CB,

przy czym réwnodé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy C nalezy do odcinka AB.

Whniosek 1. Dia tamanej A1 A, ... A, zachodzi nieréunosé A1 A, < AjAs+ AsAs+ ...+ A, 1A,.

Kilka zadan

1. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty F, F, G, H sa odpowiednio $rodkami tych tukéw
AB,BC,CD, DA, ktére nie zawiera pozostalych wierzchotkéw czworokata. Udowodnié¢, ze EG L FH.

2. Punkt X lezy wewnatrz trojkata ABC, ktorego obwdd wynosi 2p. Udowodnié, ze p < AX +BX +CX < 2p.
3. Znalez¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia y ., \/a? + (20 — 1)2dlaay, a, . .., a, > 0 takich, ze .1 | a; = n?.

4. Dany jest zbiér skonczony X i funkcja f: X — X. Udowodnié, ze istnieje liczba n oraz element x € X
takie, ze

fUfC f(x)..) ==
———
n

5. Na plaszczyZnie danych jest 5 punktéw kratowych (tzn. punktéw o obu wspélrzednych catkowitych). Udo-
wodnié¢, ze $rodek jednego z odcinkéw laczacych te punkty jest réwniez punktem kratowym.
6. Dany jest pigciokat wypuktly o wierzchotkach w punktach kratowych. Wykazaé, ze istnieje punkt kratowy
lezacy wewnatrz tego pieciokata.
7. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n obliczy¢ ile jest réznych par (x,y) rozwiazan réwnania xy = 2009™
w: a) liczbach catkowitych b) liczbach catkowitych dodatnich.



