ENTROPIA TOPOLOGICZNA PRZEKSZTALCENIA A
JEGO STOPIEA — TWIERDZENIE
MISIUREWICZA-PRZYTYCKIEGO

TOMASZ TKOCZ

STRESZCZENIE. Tekst zawiera notatki do referatu z seminarium mono-
graficznego Uklady dynamiczne. Jest to w zasadzie ttumaczenie odpo-
wiedniego rozdziatu ksiazki [KaHa] dotyczacego twierdzenia Misiurewicza-
Przytyckiego. Podaje ono oszacowanie od dotu topologicznej entropii
gltadkiego przeksztalcenia za pomocg logarytmu jego stopnia. Przypo-
mnimy potrzebne nam definicje entropii topologicznej, stopnia prze-
ksztalcenia i pokazemy dowdd twierdzenia wraz z kilkoma przyktadami.

1. ENTROPIA TOPOLOGICZNA

Rozwazmy topologiczny uktad dynamiczny, czyli przeksztalcenie ciagle
f:+ X — X zwartej przestrzeni metrycznej (X, d). Wprowadzamy metryki
di=d, di(wy) = max d(f* (@), @), 0> 1
d} mierzy po prostu odlegtogé miedzy odcinkami dtugosci n orbit przeksztal-
cenia f startujacych odpowiednio z punktéw i y. Zeby lepiej poczué co to
za metyka mozna jeszcze sprébowaé sobie wyobrazié czym jest kula o $rodku
w punkcie x i promieniu € — sa to te punkty y € X, ze d(f*(z), f¥(y)) < e,
dla kazdego k = 0,1,...,n—1, czyli te punkty, ze orbita {y,..., f*~1(y)} jest
(w kazdym kroku) e blisko orbity {x, ..., f*~!(x)}. Niech N4(f,€,n) oznacza
moc maksymalnego zbioru e rodzielonego w metryce d/ (pogladowo, jest to
maksymalna liczba odcinkéw dtugosci n orbit o wzajemnej odlegltosci réwnej
co najmniej €). Poniewaz X jest zwarta w metryce d, f jest ciagle, to X jest

tez zwarta w metryce df, wiec Ng(f,e,n) < co. Okreélamy

1
ha(f,€) :=limsup —In Ny(f, €, n).

n—oo T
Wida¢, ze wielko$¢ ta mierzy wykltadniczy wzrost liczby e rozdzielonych
odcinkéw dlugosci n orbit wraz z n. Zauwazmy, ze hy(f,€) nierosnie wraz z
€, wiec ma sens

haf) = lim halfe).

Latwo zauwazy¢, ze jesli metryka d’ jest réwnowazna metryce d, to hy(f) =
hy(f)- Rzeczywiscie, z istnienia stalej C' takiej, ze d < Cd’ wynika, ze d} <

Cdlf a Sth mary Nd(f7 €, n) < Nd/(fa G/Ca n)a Czyh hd(f7 6) < hd’(f7 6/Ct)

n
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i po przejsciu do granicy hg(f) < hg (f). Przeciwna nieréwnosé uzyskujemy
analogiczne.
Dzieki powyzszej obserwacji ma sens

Definicja 1. Entropig topologiczng przeksztalcenia f: X — X prze-
strzeni metrycznej (X, d) nazywamy
htop(f) = hd(f)

Spojrzmy na
Przyklad 1. Jedli f jest izometria, to hsp(f) = 0.
Przyktad 2. Obliczymy entropie topologiczna przeksztalcenia z 2
na S'. Niech d(z,w) := (miara tukowa kata miedzy wektorami z i w)/27.
Ustalmy e = 2% i sprébujmy obliczy¢ Ny(f, €, n. Popatrzmy, ze jesli d(z, w) <
ﬁ, to df (z,w) < 2%, czyli wtedy z, w nie sa e-rozdzielone. Zatem Ny(f, €, n)
< 2" 1HF § latwo widzieé, ze mozna osiagnaé réwnosé biorac wlagnie 2711+

réwno roztozonych punktéw na naszym okregu. Stad hy(f,€) = limsup,,_,
L2 1HF = In 2, wiec hyop(f) = In2.

Zadanie 1. Udowodnié, ze f: [0,1] — [0, 1], ktdre jest L-Lipschitzowskie
ma entropie topologiczng ograniczong z gory przez In L.

2. STOPIEN PRZEKSZTALCENIA

Rozwazamy teraz C' gladkie przeksztatcenie f: M — N zwartych roz-
maitoéci M, N. Przypomnijmy, ze * € M nazywamy punktem regular-
nym (dla f), gdy D f, jest odwracalne, y € N nazywamy warto$cig regu-
larna, gdy kazdy punkt z f~1({y}) jest punktem regularnym. Ze zwartosci
M wynika, ze jesli y jest wartoscig regularna, to zbiér f~1({y}) jest skon-
czony. Stad mozna zobaczyé, ze zbiér wartosci regularnych jest otwarty.
Twierdzenie Sarda glosi, ze zbiér wartosci regularnych jest petnej miary w
obrazie przeksztalcenia. Zatem jest gesty.

Dla wartosci regularnej y € N okreslamy

degy f = Z €x,

zef~Hy)

gdzie €, := +1 w zaleznosci od tego, czy D f, zachowuje orientacje, czy nie.
Dla ustalonej formy objetosci w na N okreslamy

deg, f = /M ffw.

Okazuje sig, ze deg,, f = deg,, f. Istotnie, ustalmy takie otoczenie V punk-
tuy, ze f|U;: U; — V sa O dyfeomorfizmami, gdzie U; jest odpowiednim
otoczeniem i-tego przeciwobrazu wartosci y. Wezmy n-forme nu na N o no-
$niku zawartym w V' taka, ze [y v = 1. Poniewaz [y (w —v) =0, to istnieje
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taka n — 1 forma a na N, ze w — v = da. Mamy zatem

deg, f = /M ffw= /M (v +da) = /M ffv+ /M d(f*a)
M

0 z tw. Stokesa

= [ wwyv= Y e —deg,f
vi zef = ({y})
Jako wniosek mamy, ze deg, f nie zalezy od wyboru wartosci regularnej
y oraz deg,, f nie zalezy od wyboru formy w i jest liczba calkowita. Dzieki
temu ma sens

Definicja 2. Stopniem przeksztalcenia f nazywamy liczbe
deg f := deg,, f = deg,, [.

Przyklad 3. Przeksztalcenie z — 2™ sfery S? ~ C ma stopien n co widaé
z definicji przez punkty regularne.

3. TWIERDZENIE MISIUREWICZA-PRZYTYCKIEGO

Twierdzenie 1 (Misiurewicz-Przytycki). Niech f: M — M bedzie C*
gladkim przeksztalceniem zwartej, bez brzegu, orientowalnej gladkiej rozma-
itosci M. Wowczas hiop(f) > In|deg f|.

Dowdd. Ustalmy n i e i okreslmy
B:={xe M| |Jf:|>¢€}.

Jest to zbidr zwarty, ktory pokrywamy zbiorami otwartymi po obcieciu do
ktorych f jest dyfeomorfizmem. Niech ¢ bedzie liczbg Lebesgue’a tego po-
krycia. Zauwazmy, ze mamy

(*) Vo,y € Bd(z,y) <0 = f(z) # f(y).

Oznaczmy L := sup,;|Jf] i ustalmy liczbe o < 1 (parametr z dowolnosci
ktérego wyniknie teza, bo pokazemy, ze hiop(f) > aln|deg f1). Zdefiniujmy
zbiér

Z = {z e M#BN {z, f(x),..., " '(2)}) < an}.

Zauwazmy, ze dla z € Z
T = WS ool € € om Lo = (L) < 1,

gdy € < L=%/(1=9) j w ten sposéb dopieramy e do ustalonej a. Mamy stad
vol f™"(Z) < vol M, wigc istnieje punkt =z € M \ f*(Z) (korzystamy z twier-
dzenia Sarda), ktdry jest warto$cia regularng przeksztalcenia f™ (wiec tez
przeksztalcen f,..., f"~1). Zachodzi doktadnie jedna z mozliwoéci

e kazdy przeciwobraz x nalezy do zbioru B; wtedy definiujemy zbiér
Q(z) := f~1({x}) i méwimy o dobrym przejsciu od x do przeciwo-
brazéw

e istnieje y € f~1({z}) \ B; wtedy przyjmujemy Q(x) := ¥y i przejicie
nagywamy zlym
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I tak w pierwszym kroku obserwowania przeciwobrazéw punktu x dostajemy
zbiér Q1 := Q(x). Dalej odgrzewamy dowcip i okreslamy

Q = | Qu),
yeQ

Q3 = U Q(y)’
PP y€Q2
YEQn

Okazuje sie, ze @y, jest szukanym duzym zbiorem n, é rozdzielonym. Istotnie,
jesli df (y,y') < 6 dla pewnych v,y € Qy, to musi byé¢ f"1(y) = f*~(y),
bo w przeciwnym przypadku mamy, ze f"~1(y), f*"1(y') sa dwoma réznymi
punktami ze zbioru ()1, wiec na mocy jego konstrukcji musza one nalezeé
do B, a poniewaz sa d-odlegle o co najwyzej d, to wobec (x) mamy x =
FUYy) # f(f"'(v)) = x — sprzecznoéé. Cofajac sie¢ w ten sposdb
dalej dochodzimy do wniosku, ze y = /. Zatem Q,, jest n,d rozdzielony.
Jak duzy jest zbior @,,7 Skoro

Qu C [T ({a}) C UM\ fM(Z)) c M\ Z,
to Q,NZ = ), wigc dla ustalonego y € @, istnieje wiecej jak an wskaznikdéw
k takich, ze f*(y) € B. Zatem musialo byé co najmniej [an| + 1 dobrych
przejs¢ przy konstrukeji zbioru @), a poniewaz kazde dobre przejscie, to co
najmniej s := |deg f| nowych przeciwobrazéw, to mamy #Q, > slom]+1,

Stad

1
Lﬂ“ i Ins=alns.
n

1
htop(f) > —IDNd(f, 9, ’I’L) > lim sup
n

n—~0o0

O

Zauwazmy, ze przyklad 2 pokazuje, ze w podanym oszacowaniu moze
zachodzi¢ rownos¢, wiec w pewnym sensie jest ono optymalne. Ponizszy
przyklad z kolei pokazuje istote zalozenia C! gladkosci przeksztalcenia.

Przyktad 4. Niech f: S? — S? bedzie okreslone wzorem f(z) = %, z #
0, £(0) = 0. Nie jest ono klasy C'', bo f’ nie jest ciggla w otoczeniu zaréwno
0 jak i co. Z definicji wartosci regularnych dobrze widaé, ze deg f = 2 (tu
jest drobne oszustwo, bo stopien definiowaliSmy dla przeksztalcen gladkich,
ale mozna pokazaé, ze jest on niezmiennikiem homotopii i w ten sposob
rozszerza si¢ pojecie stopnia na przeksztalcenia ciagle). Ale hyp(f) = 0
(mozna potraktowaé jako ciekawe zadanie).
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