Nierownoscl macierzowe

Tomasz Tkocz

STRESZCZENIE. Jest to referat wygloszony na Torunskiej Letniej
Szkole Matematyki 2009.

Profesor Steinhaus podobno mawiat, ze na kazdym referacie trzeba
co$ pokaza¢ — udowodni¢. Zeby mi na to nie braklo czasu, rozwiazmy
sobie, tak na rozgrzewke, dobrze wszystkim znane zadanko.

ZADANIE 1 (Hadamard). Niech A = |[a;j]ij=1,..n bedzie macierzq
n X n o rzeczywistych wspotczynnikach. Udowodnié, ze
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n n
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W szczegolnosci dlan =2, A= [} ]:

lru — st| < Vr2 +12Vs2 +u?  (odtworzona nieréwnosé Schwarza),
rst

dlan=3,A= [uw]

Ty z

|rvz + swz + tuy — tvr — wyr — zsu|
r2 +u? 4 22\/s% + 02 + y2ViE2 + w? + 22
ROZWIAZANIE. Mamy

|det A| = objeto$¢ rownolegloscianu rozpietego przez wektory

kolumnowe macierzy A < iloczyn ich dtugosci.

O

Moral moze byé na przykltad taki, ze (tadne) nieréwnosci mozna
szuka¢ w macierzach.

No to szukamy. W fizyce statystycznej kluczowe znaczenie ma ta-

kie zwierze jak suma statystyczna, ktora jest postaci tre4, gdzie A to

przeksztalcenie liniowe samosprzezone. Bardzo wazne sg jej réznorakie

oszacowania, co jest Swietng motywacja dla naszych poszukiwan.
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Dalej zaktadamy, ze w przestrzeni liniowej C" mamy zadany iloczyn
skalarny < >.
Przyktadowo, zachodzi

TWIERDZENIE 1 (Peierls-Bogolubow). Dla operatoréw liniowych
samosprzezonych A, B: C" — C" zachodzi

treAtB <tr Aeb )
——— 2> exp .

=
treB treB

W szczegolnosci (B =1)

1 1
Ztret > entA,
n

Nie mozna nie wspomnie¢ o

TWIERDZENIE 2 (Golden—Thompson). Dla operatoréw liniowych
samosprzezonych A, B: C" — C" zachodzi

tred™B < tr (eAeB) ,
a nawet wiecej
tred P <tr (eA/meB/m)m < tr (eAeB) , 0<meZ.

Sprobujmy teraz przesledzié¢ szkic dowodu tej Slicznej nieréwnosci.
Dzieki temu poznamy podstawowe metody teorii nieréwnosci macie-
rzowych i zobaczymy jeszcze kilka innych pomocniczych, ale tadnych
oszacowar.

Po kolei; dlaczego operatory samosprzezone (tzn. takie, ktére zacho-
wuja iloczyn sklarny) sa przyjemne? Wyjasnia to mate przypomnienie
z algebry liniowej

TWIERDZENIE 3 (spektralne). Jesli operator liniowy A: C* — C™
jest samosprzezonyt (AT = A), to istnieje baza ortonormalna uy, . .., uy,
oraz liczby rzeczywiste Ay, ...\, takie, ze Aup = Mgug, k=1,...,n.

DEFINICJA 1. Niech A — operator samosprzezony. Dla f: R — R
definiujemy operator f(A): C* — C™ okreslony na bazie uy, ..., u, z
twierdzenia spektralnego wzorem f(A)uy = f(Ar)uy.

Oczywiscie ta definicja jest poprawna (tzn. nie zalezy od wybo-
ru bazy uq,...,u, z twierdzenia spektralnego), bo f(A) w powyzszy
sposob jest tak naprawde okreslony jako homotetie na odpowiednich
podprzestrzeniach wyznaczonych przez A.

1przez AT oznaczamy hermitowskie sprzezenie operatora A
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Na przyklad, dla f(z) = 2? mamy f(A)uy = )Q\iuk, czyli macierz
operatora f(A) w bazie uy,...,u, jest postaci [/\1 . ’ ], czyli jest
kwadratem macierzy operatora A w tej bazie, tak joak pc/;\QNinno byc.

Koniec przypomnienia. Zachodzi kluczowe dla nas

TWIERDZENIE 4. Dla operatora samosprzezonego A: C* — C"
nieujemnego?, funkcji wypuktej f:[0,00) — R i bazy ortonormalnej
V1, ...,U, zachodzi

n

trf(A) =) f (<A, v>).

k=1

Stad tatwo udowodnimy taki tadny lemacik.

LEMAT 1. Dla operatora liniowego X : C* — C" zachodzi
]trxzm\ <tr (XTX)m, 0<mEeZ.

DowOD. W powyzszym twierdzeniu 4 bierzemy f(x) = 2™, A =
XTX i za baze vy,...,v, bierzemy baze ortonormalng w ktérej ma-
cierz [x;j]; j=1. . operatora X jest gérnotrojkatna (ze taka istnieje jest
domowym ¢éwiczeniem z algebry liniowej). Mamy wowczas

tr (XTX)m > kz::l<XTXvk,vk>m

(Hk ta kolumna macierzy [z;;]|| ) Z | ™,
1 k=1

I
M=

k

ale |tr X2| = [S0_, 2] < Sy o <t (XTX)" O

Dzigki tej nierownosci mozna indukcyjnie udowodnic¢

LEMAT 2. Dla operatorow liniowych samosprzezonych X, Y : C* —
C™ zachodzi

o (X | <t (XV), 0<mez

2dla kazdego = € C™ zachodzi < Az, z>> 0
3



Kladziemy X = I + 5 LAY =1 + 3 B, gdzie A, B to operatory
samosprzezone i ufajac, ze

w0 = (1o 0) o+ o)

— <I+2im(A+B < ) ) N

gy -om A o m—e, AGB
X2yt — (I+2—mA) (1+2—m ) e

otrzymujemy tredt? < tr (eAeB).
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