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Rozgrzewka

Zadanko na rozgrzewke

Niech A = [ajj]; j=1,..n bedzie macierza n x n o rzeczywistych
wspoétczynnikach. Udowodnié, ze

|det A] <
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Rozgrzewka

Zadanko na rozgrzewke

Niech A = [ajj]; j=1,..n bedzie macierza n x n o rzeczywistych
wspoétczynnikach. Udowodnié, ze

|det A] <

Rozwiagzanie

|det A| = objetosé¢ réwnolegloscianu rozpietego przez wektory

kolumnowe macierzy A < iloczyn ich dtugosci.
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Rozgrzewka

Zadanko na rozgrzewke

Przypadki szczegdlne

Dlan=2A=[{:]

\ru — st| < Vr?2 + t2\/s2 + u?  (nieréwnosé Schwarza),

:]

wol:

V4

|rvz 4 swx + tuy — tvx — wyr — zsu|

SVr2+u? 4 x24/s2 +v2 + y2V/ 12 4 w2 + 22,

d|an:3,A:[

Xc~
<<w
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Rozgrzewka

Morat i motywacja

W macierzach mozna szuka¢ (tadne) nieréwnosci.
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Rozgrzewka

Morat i motywacja

W macierzach mozna szuka¢ (tadne) nieréwnosci.

@ wazne zwierze w fizyce statystycznej, to suma statystyczna
postaci tr e (A — operator liniowy samosprzezony)
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Morat i motywacja
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Rozgrzewka

Morat i motywacja

W macierzach mozna szuka¢ (tadne) nieréwnosci.

@ wazne zwierze w fizyce statystycznej, to suma statystyczna
postaci tr e (A — operator liniowy samosprzezony)

@ bardzo wazne s3 jej réznorakie oszacowania

Na przestrzeni C" mamy zadany iloczyn skalarny <,>. I
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Dwie podstawowe nieréwnosci

Nieréwnosc Peierlsa—Bogolubowa

Twierdzenie

Dla operatoréw liniowych samosprzezonych A, B: C" — C"

zachodzi
tr eAtB (tr AeB>
——— > exp }

treB treB

W szczegdlnosci (B = 1)

1 1
“tref > entA,
n

Tomasz Tkocz Nieréwnosci macierzowe



Dwie podstawowe nieréwnosci

Nieréwnos¢ Goldena—Thompsona

Twierdzenie

Dla operatoréw liniowych samosprzezonych A, B: C" — C"

zachodzi
tr eAtB < tr (eAeB) ,

a nawet wiecej

m
tretB <tr (eA/meB/m> < tr (eAeB) , 0<meZ.
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Dryf do szkicu dowodu

tr e tB

< tr (eAeB)
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Dlaczego operatory samosprzezone s3 przyjemne?

Twierdzenie (Spektralne)

Jesli operator liniowy A: C" — C” jest samosprzezony?
(AJr = A), to istnieje baza ortonormalna v, ..., u, oraz liczby
rzeczywiste A1, ...\, takie, ze

Auk:)\kuk,kzl,...,n.

przez AT oznaczamy hermitowskie sprzezenie operatora A
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Dlaczego operatory samosprzezone s3 przyjemne?

Twierdzenie (Spektralne)

Jesli operator liniowy A: C" — C” jest samosprzezony?
(AJr = A), to istnieje baza ortonormalna v, ..., u, oraz liczby
rzeczywiste A1, ...\, takie, ze

Auk:)\kuk,kzl,...,n.

przez AT oznaczamy hermitowskie sprzezenie operatora A

| \

Definicja
Niech A — operator samosprzezony. Dla f: R — R definiujemy
operator f(A): C" — C" okreSlony na bazie vy, ..., u, z

twierdzenia spektralnego wzorem

F(A)ux = F(Ak)ux. )
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Klucz

Twierdzenie

Dla operatora samosprzezonego A: C” — C" nieujemnego?,
funkcji wypuktej f: [0,00) — R i bazy ortonormalnej vy, ..., v,
zachodzi
n
trf(A) > Y F(<Av, vie>).
k=1

?dla kazdego x € C" zachodzi < Ax,x>> 0
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Klucz

Twierdzenie

Dla operatora samosprzezonego A: C” — C" nieujemnego?,
funkcji wypuktej f: [0,00) — R i bazy ortonormalnej vy, ..., v,
zachodzi

n
trf(A) > Z f (<A, vk>).
k=1

?dla kazdego x € C" zachodzi < Ax,x>> 0

Dla X: C" — C" — dowolnego operatora liniowego wezmy
f(x) =x",meZy A= XTX.
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Klucz

Twierdzenie

Dla operatora samosprzezonego A: C” — C" nieujemnego?,
funkcji wypuktej f: [0,00) — R i bazy ortonormalnej vy, ..., v,
zachodzi

n
trf(A) > Z f (<A, vk>).
k=1

?dla kazdego x € C" zachodzi < Ax,x>> 0

Dla X: C" — C" — dowolnego operatora liniowego wezmy
f(x)=x"meZy, A=X'X. Mamy

n n
tr (X’fx)m > ;<X*Xvk, V> = kZl<XVk,XVk>m
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

n
= Z (||k—ta kolumna macierzy [x;] operatora X
k=1

w bazie (ve)[?)"
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

n

= Z (||k—ta kolumna macierzy [x;] operatora X
k=1
m
w bazie (v, )Hz) Z Z |xik )2

k=1 \/=

Tomasz Tkocz Nieréwnosci macierzowe



Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

n
= Z (||k—ta kolumna macierzy [x;] operatora X
k=1
n n a

w bazie (vk)H2)m =3 (3 w2

k=1 \I=1
n
> Ik |*”
k=1
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

n

= Z (||k—ta kolumna macierzy [x;] operatora X
k=1
w7 n n m
w bazie (Vk)H2) = Z Z x|
k=1 \/=1

n n
D i D
k=1 k=1
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

n

= Z (Hk—ta kolumna macierzy [x;;] operatora X
k=1

m n n 5
w bazie (vk)H2) = Z |Xi|
k=1 \/=1

m

n

n
> kl®™ > D x| = )trX2"".
k=1 k=1

Zadanie domowe

| A

Dla operatora liniowego X: C" — C" istnieje baza ortonormalna
(vk) przestrzeni C" w ktérej macierz tego przeksztatcenia jest
goérnotrojkatna.
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

n
= Z (||k—ta kolumna macierzy [x;] operatora X
k=1

m n n
w bazie (v)[2) " = 3 (Y bal?
k=1 \/=1

m

n n
>3 bl > || = [erx2m).
k=1 k=1

Dla operatora liniowego X: C" — C" zachodzi

‘term‘ <tr (XTX)'", meZ..
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Whiosek z nieréwnoéci (tr sz‘ < tr (XTX)m

Dla operatoréw liniowych samosprzezonych X, Y: C" — C”
zachodzi

[r (x| <er (XYY, mezy.
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Whiosek z nieréwnosci ‘tr (XY)2m‘ < tr (sz Y2m)

Dla A, B — operatoréw samosprzezonych ktadziemy
X=1+%AY=I+%B.

<
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Whiosek z nieréwnoéci |tr (XY)zm‘ SR> YT

Dla A, B — operatoréw samosprzezonych ktadziemy
X=1+3AY =I+ 3B. Ufajac, ze

o = (2020
= <I+—(A+B) (2i> AB>2mmeA+B,
(

1 \?" o
/+—A) <l+2—mB> M0, AeB.

X2 y?"

<
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Szkic dowodu nieréwnosci Goldena—Thompsona

Whiosek z nieréwnoéci |tr (XY)zm‘ SR> YT

Dla A, B — operatoréw samosprzezonych ktadziemy
X=1+3AY =I+ 3B. Ufajac, ze

(XY)?" = (</+ iA) (/ is))w
- om om
2 2m
= (I + —(A+ B) + <2im> AB) Moo, A+E
2ITI
(/ + —A) (/ + —B) I, eheB,

xX2"y?" =

otrzymujemy

<
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Zakonhczenie
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Dziekuje!
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Pytania?
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