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Streszczenie

Tekst zawiera notatki do referatu z seminarium monograficznego Wybrane zagadnienia geome-
trii. Calodé jest oparta na artykule [Woj]. Najpierw podamy kilka przykladéw, a potem udowod-
nimy twierdzenie o nieistnieniu pewnego rozktadu figury srodkowo symetryczne;j.

1 Wstep

Michat Wojciechowski! zajmowat si¢ takim zadaniem (Wiadomosci Matematyczne XXIII (1980), str.
93, zadanie 273)

Udowodnié, ze jesli F jest figurg ograniczong, zawartq w plaszczyinie, majgcq Srodek symetrii
nalezgcy do tej figury, to F nie mozna rozlozyé na dwie rozlgezne figury przystajgce.

Pokazal on, ze teza zadania nie jest prawdziwa. Pokazemy to w rozdziale Przykiady. Ale takze
podal on naturalne wzmocnienie zalozen, przy ktoérych teza zadania juz zachodzi. Dotyczyé tego
bedzie rozdzial Twierdzenie o nieistnieniu rozktadu.

Mozna sie zastanawia¢ nad réznymi uogdlnieniami tego zadania. Na przykltad jak jest w wyz-
szych wymiarach? OczywiScie kontrprzyklady sie przeniosa (rozwazajac wszystko w dwuwymiarowej
podprzestrzeni), natomiast sprawa nieistnienia odpowiedniego rozkladu wydaje si¢ otwarta.

2 Przyklady

Pierwszym narzucajacym sie argumentem przemawiajacym za tym, ze cytowane zadanie ma szanse
mieé prawdziwg teze jest przypadek figury F sktadajacej sie ze skonczenie wielu punktéw. Wtedy,
poniewaz jest ona Srodkowo symetryczna ze $rodkiem symetrii don nalezacej, to F sklada sie z
nieparzystej ilosci punktow. Wtedy F z przyczyn mnogosciowych nie roztozy sie na dwie roztaczne
przystajace czesci.

Zanim podamy kontrprzyktad, zobaczmy, ze jesli izometria dwoch kawatkéw figury F juz istnieje,
to nie moze by¢ dowolna.

Stwierdzenie 1. Jesli F jest ograniczong figurqg Srodkowo symetryczng, powiedzmy wzgledem O 1
istnieje rozktad F = F1 U Fo figury F na dwie rozlgczne przystajgce cze$ci Fi i Fa, to izometria
ustalajgca to przystawanie jest obrotem o srodku réznym od O.

Szkic dowodu. Wobec twierdzenia o klasyfikacji izometrii plaszczyzny wystarczy wykluczyé przypa-
dek, ze istniejaca izometria jest translacja, symetrig osiowg lub symetria z poslizgiem. Idea jest prosta.
W kazdym przypadku dostaniemy sprzecznosé z ograniczonoscig figury F, iterujac odpowiednio ta
izometrie (na $rodku symetrii O). Szczegdly zas pomijamy. O

'obecnie pracownik Zakladu Analizy Funkcjonalnej Instytutu Matematycznego PAN; referowana praca powstala,
gdy byt jeszcze w liceum, na konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki Delty



Rysunek 1: Konstrukcja kontrprzyktadu

Przykltad 1 (Teza zadania nie jest prawdziwa). W kat o wierzchotku P i mierze ¢ niewspdimiernej
z m wpiszmy okrag o1, ktéry niech bedzie styczny do jednego z ramion kata w punkcie O. Niech o9
bedzie obrazem okregu 07 w symetrii S wzgledem punktu O. Tak wybierzmy orientacje kata ¢, aby
obrét R o kat @ przeprowadzal o) na oo. Okre$lamy ciag punktow

{j;_l 2 SoR(A) Bn = R(4,), dlan>1.
Definiujemy F = {A4,,} U{B,} oraz oczywiscie F1 = {A,}, Fo = {B,}. Zauwazmy, ze
1. Fo = R(F1)
2. Figura F jest ograniczona jako zawarta w 01 U 02, no bo mamy, ze
A, €01 = R(A,) €02 = Apt1 = SR(A,) € 0g,
wiec F1 = {A,} C 01. Stad od razu tez Fu C 03.

3. Figury F i Fs sa rozlaczne, bo F1NFy C 01Nog = {0}, wiec tylko O jest kandydatem na wspélny
ich element. Ale to ltatwo wykluczyé. Wiemy, ze O € Fi, a gdyby O € Fa, to O = By, = R(Ay),
dla pewnego k. Wtedy

A1 =0 = S(0) = S(By) = SR(Ay) = (SR)F (A1),
ale SR jest obrotem wzgledem $rodka okregu 01 o kat ¢ niewspotmierny z 7. Nie moze wiec on

mieé orbity zamknietej. Tym samym teza Zadania jest nieprawdziwa.

Jedli dotaczyé do Fi otwarty obszar ograniczony przez okrag o1, a do Fo — przez okrag 0o, to
dostaniemy przyklad spdjnej ograniczonej figury srodkowo symetrycznej, ktérg mozna podzielié
na dwa przystajace roztaczne i spdjne kawatki.
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Rysunek 2: Przyktad figury érodkowo symetrycznej rozkladajacej sie na dwa kawalki tez srodkowo
symetryczne

Przyklad 2 (Rozklad figury $rodkowo symetrycznej na kawalki tez $rodkowo symetryczne). W

tym przykladzie zobaczymy, ze istnieje Srodkowo symetryczna figura ograniczona (zawarta nawet

w prostej!) zawierajaca swoj Srodek symetrii, ktéra mozna roztozyé na dwie srodkowo symetryczne

roztaczne czesci (juz nie koniecznie zawierajace swoje srodki symetrii). Ale jak sie za chwile okaze nie
mogga juz one by¢ przystajace.

Ustalmy dwie liczby o > 01 8 < 0 takie, ze o < —(3. Okre$lamy rekurencyjnie ciag
o= 0 - {20& — ZTon-1, 8dy zap—1 >0, - -
1= 2n — 2n+1 = —42n-
7 26 — won—1, gdy xon-1 <0,

Niech F = {z,,}. Mamy

1. F jest ograniczony, bo latwo indukcyjnie sprawdzié, ze |z,| < 2|8] (gdy z2n—1 € [23,0), to z2, €
(28,0], a gdy won—1 € [0,—20], to 2, € [2a + 23,2a] C (26, —20)).

2. Figury Fi = {xon, Ton—1 | Ton—1 = 0n > 1}, Fo = {zon,zon—1 | Ton—1 = On > 1} sa oczywi-
Scie rozlaczne i daja w sumie F. Sa $rodkowo symetryczne wzgledem « i 8 odpowiednio, gdyz,
dla ustalenia uwagi powiedzmy dla JFj, kazdy element ciggu z nieparzystym indeksem z F; ma
symetrycznego wzgledem « kolege o nastepnym parzystym indeksie, z definicji, rowniez w Fj.

3. F jest symetryczna figura wzgledem 0 € F, co wynika z warunku xon+1 = —29,

Mamy wiec przyktad figury F srodkowo symetrycznej zawierajacej swoj srodek symetrii i ograniczo-
nej, ktora rozklada sie na dwie roztaczne figury réowniez srodkowo symetryczne. Moze sie zdarzyé
tak, ze F bedzie sktadala sie ze skonczenie wielu punktéw, np. dla a = 3,3 = —4, por. Rysunek
2. Ponadto w przypadku, gdy ciag (z,) jest od pewnego miejsca staly, nie zawsze dostajemy to co
chcieli$émy, por. np. « =21 = —6 (jest x11 <, wigc x11 zaliczymy do Fa, ale 16 = x11 1 215 > 0,
wiec trzeba by x16 zaliczy¢ do F1). Zbadanie tego, kiedy jest dobrze, w szczegdlnoéei kiedy zbidér {x,, }
jest nieskonczony, wydaje sie trudne i pomijamy.

3 Twierdzenie o nieistnieniu rozkltadu

Przyklady z ostatniego rozdzialu sa niejako wstepem do zapowiadanego twierdzenia o nieistnieniu
rozkladu figury na dwie przystajace roztaczne czesSci. Ot6z widzieliSmy, ze dla ograniczonej figury
srodkowo symetrycznej, jesli zyczy¢ sobie od rozktadu na dwa roztaczne kawaltki, aby byly one tylko
przystajace (Przyklad 1), albo tylko §rodkowo symetryczne (Przyklad 2), to nie jest on zabroniony.
Jedli jednak zazadamy tych dwoch warunkow na raz, to okazuje sie, ze nigdy to nie jest mozliwe.



Twierdzenie 1. Udowodnié, Ze jesli F jest figurg ograniczonq, zawartg w plaszczyinie, majgcq $ro-
dek symetrii nalezgcy do tej figury, to F nie mozna roztozyé na dwie rozlgczne figury przystajgce i
srodkowo symetryczne.

Udowodnimy najpierw dwa lematy. Srodek symetrii figury F oznaczamy przez Or. Zauwazmy, ze
ograniczona figura ma co najwyzej jeden srodek symetrii.

Lemat 1. Jesli ograniczona srodkowo symetryczna figura F rozklada sie na dwie rozlgczne srodkowo
symetryczne czesci F1 1 Fa, to punkty OF, OF,, OF, s¢ wspotliniowe.

Dowdd. Symetrie wzgledem punktu X oznaczamy tradycyjnie przez Sx. Zaldézmy, ze teza nie jest
prawdziwa. Wezmy dowolny punkt X; € F; i rozwazmy ciag

Xon = So,(X2n-1), Xont1 = Sog (Xon), gdy Xop € Fj, dlai=1,2.

Zauwazmy, ze z konstrukcji tego ciagu mamy

_ —_—
Xon—1Xon41 = Xon—1 (Soﬁ.Sof(in—l)) = 2070y,

Zatem iterujac to, dla dowolnego m istnieja liczby k i [ takie, ze k +1 = m oraz

—_
X1 Xom+1 = 2kOr0F, +200£07,.

_—
Poniewaz wektory OrOz, i OO, sa liniowo niezalezne, to dlugos¢ wektora X Xo,,+1 dazy wraz z
m do nieskonczonoéci, co przeczy ograniczonosci figury F. O

Rysunek 3: W Lemacie 2 rozwazamy dwa dyski D1 i Ds i tuk £

Lemat 2. Jesli ograniczona srodkowo symetryczna figura F rozklada sie na dwie rozlgczne srodkowo
symetryczne czesci F1 1 Fa, ktore sq przystajgce, to Ox jest srodkiem odcinka Ox, O, .

Dowdd. Oznaczmy O = Or, A= Ogf, i B = 0Og,. Gdy A = B, to jest to tez $rodek symetrii figury
F, a ze ma ona co najwyzej jeden, to A = B = O i po zabawie.

Zalézmy wiec dalej, ze A # B. Gdyby teza nie byta prawdziwa, to, powiedzmy, OB > OA.
Okreslmy sobie promien naszych figur przez

r= sup AX 7= sup BX.
XeF XeFs



Niech Dy, D5 bedzie kolem o promieniu r i srodku A, B, odpowiednio. Z definicji r oczywiscie jest
F C D1 U Ds. Poniewaz zakladamy, ze OB > OA, to Sp(0D2) zawiera tuk ¢ wiekszy od poélokregu.
Skoro znajdzie si¢ punkt P € 0Ds bedacy granica punktéw z Fa, to So(P) lub So(Sp(P)) nalezy do
¢ (jest to tuk wiekszy od pélokregu zawiera wiec punkt lub jego symetryczny obraz wzgledem srodka
okregu), wiec wraz z pewnym otoczeniem ten punkt wylazi z D U Dy, czyli z F i sprzeczno$é z jego
symetria wzgledem O. O

Dowdd Twierdzenia 1. Niech f bedzie izometria ustalajaca przystawanie Fo = f(F1).

Po pierwsze, zauwazmy, ze A # B (oznaczenia jak z dowodu Lematu 2). No bo w przeciwnym
przypadku, A = B = O. Jesli A € Fi, to f(A) € Fy jest srodkiem symetrii tej figury (bo A jest
srodkiem symetrii figury Fi, zas f jest izometria!). Zatem F2 > f(A) = B = A € Fi i sprzecznosé z
roztacznoscig figur F1 i Fo. Podobnie rozumujemy, gdy A € Fo.

Po drugie, So(F1) # F2, bo w przeciwnym przypadku, skoro, powiedzmy, O € Fi, to tez O € Fo
i sprzeczno$é z roztacznoscia.

Zatem, po trzecie, istnieje P € F; taki, ze tez So(P) € Fi. Okreslamy ciag punktéw

P =P, Py, = So(Pap—1), Popi1 = Sa(Pop).
Zauwazmy, ze Py, Po = So(P), P3 = Sa(P2) € Fi. A poniewaz

Sp(Panta) = S S0SaSo(Pont1) = S%(Pant1) = Pont1,
S

to indukcyjnie wnosimy, ze nie moze by¢ Pa, 14 € Fa, dla dowolnego n jest wiec {P,} C F;. Ale
Pyny1y = SoSa  (Pan),
translacja o O—>A
wiec {Pa,} jest nieograniczonym podzbiorem figury Fa. Sprzecznosé koniczy dowdd. O

Na koniec proponujemy rozwiazaé nastepujace zadanie, ktérego rozwigzanie mozna znalezé w
pracy [Woj].

Zadanie 1. Cgzy istnieje figura F ograniczona, osiowo symetryczna i taka, ze do jej osi symetrii
I nalezy doktadnie jeden punkt O € F oraz dajaca si¢ roztozyé¢ na sume dwoch roztacznych figur
przystajacych.
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