TWIERDZENIE OSELEDECA I WYKLEADNIKI LAPUNOWA

TOMASZ TKOCZ

STRESZCZENIE. Tekst zawiera notatki do referatu z seminarium monograficznego Uklady dynamiczne.
Jest to w zasadzie tlumaczenie odpowiedniego paragrafu artykutu [Ru] dotyczacego multiplikatywnego
twierdzenia ergodycznego, tzw. twierdzenia Oseledeca. Glosi ono istnienie wyktadnikéw Lapunowa.
Najpierw podamy heurystyczne podejscie do wyktadnikéw Lapunowa, a potem zajmiemy si¢ dowodem
twierdzenia Oseledeca.

1. ZAJAWKA

Rozwazmy gladkie przeksztalcenie f: U — R otwartego odcinka U C R. Niech I € U bedzie
odcinkiem infinitezymalnej dtugosci. Zastanéwmy sie jaka jest dtugosé odcinka bedacego jego n-krotna

iteracja. Wynosi ona
(D= 1) (@) - 111,

gdzie wybrano pewien punkt x € I. Zatem jesli istnieje granica A := lim,_ %ln|(f")’(x)\, to
widzimy, ze dlugos¢ naszego odcinka rosnie wyktadniczo, tzn.

D= () @)™ - 1] = e
Oznacza to, ze tak zdefiniowane A\ mierzy jak bardzo rozbiegaja sie¢ infinitezymalnie bliskie punkty
(konce odcinka I'). Pomiaru za$ dokonujemy jak gdyby wzdtuz trajektorii f, gdyz z reguly tancuchowej
mamy |(f*)(x)| = P_,|f'(f**(z))|. Ten wspélczynnik A nazywamy wykladnikiem Lapunowa
przeksztalcenia f w punkcie x.
Podang wyzej definicje mozna rozszerzy¢ na przeksztalcenie f: M — M bedace dyfeomorfizmem
rozmaitosci M. Por. wniosek 1.

2. TWIERDZENIE OSELEDECA

Niech f: M — M bedzie dyfeomorfizmem d wymiarowej, zwartej i gladkiej rozmaitosci M.
Zalézmy, ze na M mamy miare probabilistyczng u i przeksztalcenie f ja zachowuje. Przypomnijmy,
ze zachodzi wzorek

D(fn):r — fon—l(x) o fo”72(:r) 0...0 fo(x) o Dfx

Motywowani nim, dla mierzalnego przeksztalcenia M > x SEIR T, € Mgyq(R) z rozmaitosci M w
macierze kwadratowe d x d o wspolczynnikach rzeczywistych (o ktérych oczywiscie myslimy jak o
endomorfizmach R?) okreslamy

Tx(n) = Tfn—l(x) o Tfn—Q(x) c...0 Tf(a:) o) TI
Zachodzi twierdzenie, ktére jest naszym gléwnym celem

Twierdzenie 1 (Oseledec). Jesli (x — Iny ||Ty||) € L1(M, u), to istnieje zbidr mierzalny X C M
pelnej miary, niezmienniczy w przod, tzn. f(X) C X taki, ze dla kazdego x € X zachodzi

T n
(1) <<T£n)> ngn)> " 1, A, dla pewnego przeksztalcenia Ay € Myxq(R),

(2) jesli oznaczymy wszystkie wartosci wlasne przeksztalcenia A, przez M@ << (@)
oraz odpowiadajgce im podprzestrzenie wlasne przez Ui(x),...,Uyy)(z), ktore sq wymiaréw
mi(x), ..., My (T) odpowiednio, to funkcje x —— A\p(x), T+ my(z), dlar=1,...,5(z) sq

mierzalne © f niezmiennicze, a ponadto
1
—In || T{Mul| — Ar(2),
n

dla w € V() \ Vie1(w), gdzie oczywiscie oznaczamy Vi.(x) = 3, Uj(z).
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Zanim zaczniemy je pracowicie dowodzi¢ zauwazmy, ze punkt (2) gwarantuje, ze definicja wyktad-
nikéw Lapunowa w ogdlnej sytuacji ma sens. Mianowicie mamy wniosek

Whiosek 1. Jesli (x —— Iny ||Dfy]|) € L1(M, u), to dla prawie kazdego x € M istnieje dla dowolnego
u € R* wykladnik Lapunowa przeksztatcenia f w punkcie x i kierunku u

X w) = lim DOl

3. DowdD TWIERDZENIA OSELEDECA

Bedzie nam potrzebne podaddytywne twierdzenie ergodyczne. Przypomnijmy je (dow6éd mozna
znalez¢ np. w [St]).

Twierdzenie 2 (Kingman). Niech (M, p) bedzie przestrzeniq z miarg probabilistyczng zachowywang
przez przeksztalcenie f: M — M oraz (gn)n>0 ciggiem przeksztalcen mierzalnych M — RU{—o0}.
Jesli g € L1(M, i), a ponadto

Im+n <9m+gnofma p-w.,
to istnieje funkcja g: M — RU {—o0} o czesci dodatniej z Li(M,p) (9+ € Ly) taka, Ze
1 p.w.
—9n — G-
n

Dzigki niemu zaraz sprowadzimy dowdd twierdzenia Oseledeca do sytuacji w ustalonym punkcie,
czyli do dowodu ponizszego twierdzenia z algebry liniowej. Bedziemy dalej korzystaé z algebry ze-
wnetrznej przestrzeni liniowej R%. Niezbedne rzeczy dotyczace tego pojecia mozna znalezé w dodatku
na koncu notatek.

Twierdzenie 3 (o macierzach). Niech (T},)n>0 bedzie ciggiem macierzy kwadratowych d X d o wspdl-
czynnikach rzeczywistych takich, Ze

(a) lim2 In ||T,]| <0

(b) lim L In || (TU)N|| istnieje dla kazdego ¢ =1,...,d, gdzie oznaczamy T™ =T, ...T}.

Wtedy

1
(1) (T("))TT(”) LA g1 k ja A
pewnego przeksztalcenia A € Mgy q(R),

(2) jesdli oznaczymy wszystkie wartoéci wlasne przeksztalcenia A przez eM < ... < e oraz odpo-
wiadajgce im podprzestrzenie wlasne przez Uy, ..., Us, to

1
—ln||T(")uH — A,
n

dlawe Vi \ Vi1 ir=1,...,s, gdzie oczywiscie oznaczamy Vp := {0}, V, := 3., U;.

Dowdd twierdzenia 1 via twierdzenie 3. Wystarczy wobec twierdzenia 3 znalezé¢ zbiér pelnej miary
X C M taki, ze dla kazdego z z tego zbioru, jesli okreslimy T), := Tn-1(,), to zachodza zalozenia
twierdzenia 3.

7 twierdzenia ergodycznego istnieje zbior pelnej miary Xog C M taki, ze dla kazdego = € X

n
Sp(x) = — Z Iy || Ty ()l — Eu (y = Ing [[Ty]||o - cialo zbiéréw prawie niezmienniczych) (z)
n
j=0

j<r

Stad

n—1

1
i [Tl = Su(e) — LS a(a) — 0,
wiec

—1

lim— In ||Tn- < 0.

i 1n [ Tgn-1q) |

Zalozenie (a) mamy tym samym odfajkowane.
Sprawdzimy teraz zalozenie (b). Ustalmy 1 < g < d. Rozwazmy ciag funkcji

gn(a) = In (7).
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Zauwazmy, ze spelnia on zalozenia podaddytywnego twierdzenia ergodycznego 2. Istotnie g € L,
bo

g1 (2) = Iny [(To)"]] < Iny | To|? < glng | To]| € Ly,

na mocy zalozenia tw1erdzen1a Co WIQCGJ gm+n < gm —|— gn o f, gdyz na normach mamy nieréwnosé

()] < ()] ()

Zatem istnieje zbiér pelnej miary X, ze dla x € X istnieje

multiplikatywna , a po zlogarytmowaniu to co trzeba.

lim %gn(x) = lim % In H(Té”))/\qH .

Biorac zatem X := XoN X7 N...N Xy widzimy, ze jest dobrze, tzn. tak jak chcieliSmy na poczatku
dowodu, aby dla kazdego x z tego zbioru pelnej miary zachodzily zalozenia twierdzenia 3 dla T,
zdefiniowanego jako T'pn-1(4). ([

Pozostaje juz tylko udowodnié twierdzenie o macierzach — twierdzenie 3.

4. DowOD TWIERDZENIA O MACIERZACH
Dowdéd twierdzenia 3. Oznaczmy przez tgn) < ... < t&n) wartosci wlasne przeksztalcenia |T(| =
T 1/2
((T(")> T(”)) (uzyliémy tutaj oznaczenia |T(™| na tzw. modul przeksztalcenia liniowego; pojecie

to jest wyjasnione w dodatku). Z zalozenia istnieje

1 A
lim —In (T(")) = 1im —ln H\T |AqH
n—oo n, n—oon
_ Lo (™ (n)
= Jim o (8 ) —nlgeogzlntd ’
dla g =1,...,d, wiec istnieje
1
lim flnt()—:xj, j=1,...,d.
n—oo n
Uporzadkujmy te liczby x; rosngco i oznaczmy je przez A1 < ... < As. Oznaczmy jeszcze dla r =
1,...,s przez U,Sn) podprzestrzen wlasng operatora \T(")] odpowiadajaca wartosci wlasnej t,(cn) takiej,
7€
1
(1) —Int™ — A
n

Pokazemy, ze dla ustalonego r podprzestrzenie Ur(n) zbiegaja (do pewnej podprzestrzeni U,), co w
zasadzie zatatwi dowdd czedci (1) twierdzenia. Postuzymy sie lematem, ktéry Smiato mozna nazwaé
gtownym krokiem dowodowym i gtéwnym miechem rachunkowym. Jego dowdd odlozymy jednak do
nastepnego paragrafu.

Lemat 1. Dia § > 0 istnieje K = Ks > 0 takie, Ze zachodzi
(2) max{|<u,u'>|[ue UM v US|l = o] =1}

< Kexp (_n (|>‘r’ - >\r| - 6)) )
dla k > 0, dostatecznie duzych n oraz wszystkich r,r' € {1,...,s}.

7 lematu wynika, ze dla kazdego ustalonego r = 1,.. ., s ciag podprzestrzeni (Uﬁn)> . jest ciagiem
n>

Cauchy’ego w przestrzeni G(d,,d) grassmannianu d, wymiarowych podprzestrzeni w R?. Istotnie,
w G(d,,d) mamy metryke p(U,V) := ||Py — Py||, gdzie Py, Py oznaczaja rzuty ortogonalne na
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podprzestrzenie U, V' odpowiednio. Dla jednostkowego wektora x mamy

I (PUT("H") — PUT(n))xH =<(Id _PUT(7L))$ —(Id —PUT(nJrk))x, (PUT(n+k) - PUT(n>)x>

=<(Id _PUT‘(n) )z, PUr(an)x >+ < (Id —PUﬁnJrk) )z, PUﬁn)x >
Lemat
2K exp (<n (1A — M| — ).
r'#£r
wiec widaé, ze ciag (Uqgn)) o spelnia warunek Cauchy’ego w metryce p.
n

=

G(dr,d . . , cs e e e .
Zatem UT(n) W Glrd) U, dla pewnej podprzestrzeni U,. Zas$ oczywiscie jesli podprzestrzenie wlasne

operatora zbiegaja i wartosci wlasne im odpowiadajace tez (tak mamy dla |T(|V/?), to operator
zbiega, co dowodzi czesci (1) twierdzenia.

Dowodzimy teraz (2) z twierdzenia 3. Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli u € U,, to PU(n)u —
Py u = u, wiec przechodzac w nieréwnosci '

| < Byeu, v >| < Kexp (—n (A = M| =0), ' €U,
do granicy przy k — oo dostajemy
(3) |<u,u'>| < Kexp(—n (A — A = 0)),  ueU, u' €U,

Ustalmy v € V, \ V;—1. Chcemy udowodnié, ze %IHHT(N)UH — \,. Najpierw oszacujemy z gory.
Wiemy, ze |T (")\ na podprzestrzeni wlasnej Ul(n), dla kazdego | € {1, ..., s} dziala prawie jak homo-

tetia, tzn. dla z € Ul(") 2e?t | T | = Zﬁgo(n m |xm ]|, gdzie tizzl), e ,tfffgl) sa Wszystk(i;ni réznymi
n ri(l

wartosciami wlasnymi ¢, przeksztalcenia |T(™M)| takimi, ze %ln tlgn) — N\ oraz x = Zm:m (

1) Tm jest

rozkladem wektora x na odpowiednie wektory wlasne. Oznaczajac x; = max,,)<m<ry () tgff) mamy
wtedy

1 1 . 1 <
- In |T™ | = EIHII\T( M|l = Eln\l l;xl (PU;n)v)H

1 - n
= W > 0a" P IP ol

=1

1 (m)
< -1 n
< = tn (V5 e Pyl
< ilns—l— max lln X(n)HP vl )¢ -
2n 1<i<s | n LR Y
Dla I < r szacujemy brutalnie
11" 1Pyl < X lloll
za$ dla [ > r, oznaczajac przez el(q), e ,el(rzl)l pewna baze ortonormalng podprzestrzeni Ul(n)7 mamy
wobec (3) szacowanie
- (n)
2 n) |2
1P vl = [ <v, ey >
! k=1
d 2
< Z|<PUJ.U7€Z(7T,?>|
k=1 \j<r

(3) 2
< (ZKexp (—n (N —Aj — 5)))

)2 exp (=2n (AN — A — 9)).

N
2
=



Stad dla l > r
—In (Xg )HPwaH) <—Inx\”+—-In (\@KT) — N+ M H+6
n l n n
(n)

Ostatecznie, poniewaz, %ln X; - — A, mamy
Tt 1o 70
lim—In |7 0| < Ar + 0.
n

7 dotu szacuje sie latwiej, bowiem || T v| > 1#7(«") 1P, vlls gdzie ¢r = ming () <msr (r) " natomiast
P v — Pyv % 0, wiec

1 1
lim— In |7y > lim~ In (1[)(”)HP (n)un)]
n n

>\ +hm In|P (n)v||:)\r.

Z dowolnosci > 0 mamy (2) z twierdzenia 3. O

5. DowdOD LEMATU

Dowdd lematu. Pokazemy najpierw oszacowanie (2) dla r < r’ (zobaczymy na koniec dowodu, ze to
wystarczy). Mamy naturalne ortogonalne rozbicie calej przestrzeni

R =0+ Y U
t<r t>r+1
Oznaczmy wiec te sktadniki jako

‘/r(n) = Z Utn)a

t<r

V7(“1)1 = Z Utn)u
t>r+1

(n) =(n)

oraz zdefiniujmy rzuty ortogonalne na te przestrzenie odpowiednio przez m "’ oraz 7, ;. Mamy oczy-
wiscie
_ —(n)
Id =7{" + Top1:
Wystarczy pokazal, ze

(4) 75 ul < Kljullexp (—n (A = A —0)), ue V™,
bo wtedy dla wektorow u € U;n),u’ eU (,n+ ) dtugosci jeden mamy
|<u,u'>]:]<u,7r(7+k)u+7r(n+ku>| |<u', 7 *("Jrk) > |
ISPl < Kl exp (—n (A — A — ).

Bez utraty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze 6 < |\ — |, dla 1’ # r. Wobec M% In ||7,]| < 0 mamy

In||T,| < C+ f—sn, dla pewnej stalej C. Ustalmy teraz u € U™, Oznaczajac najwieksza wartos$é

wlasng |T(")u\ na podprzestrzeni Uﬁn) przez t&?rzlax mamy na mocy (1), ze t,(n%ax < exp (n (/\T + f—s)),

dla dostatecznie duzych n. Oczywiscie stad

0
T ) <t e - ull < | exp (" (Ar * 45)) '

Mamy zatem z jednej strony oszacowanie

TVl = TVl = [T d T al] < ([ Toa] - 1T

5 )
| Tt || - [T |u|| < exp (C’ + 1 (n+ 1)) ||u|| exp (n ()\r + 43)) )

5



7 drugiej strony szacujemy podobnie

+1) +1) +1)
T D > THD) (75 ) || > 080 75 |

'I’ mmH

> exp ((n+ 1) ()\ r— )> || e ull.

t.aczac do kupki te dwa oszacowania otrzymujemy

5 5
v uu<yuuexp(c+ (n+)—i—n)\r—k%n—&—%(n—i—l)—(n—&—l))\T/)

J § J
(5) = |Jul| exp —n<)\ - A —>—|— C— A\ +248—n4—8

<0 dla dostatecznie duzych n

< [[u exp (—n (/\,./ - i)) .

Stad
7t )| = |l p Dy 4 g ARy
<) |ul| exp { —(n +k — 1) (Ar+1 — A\ — j)) +l rTik Dyl
(6)

Z Jullexp (~(a-+9) (A1 =2 = )

)
< KlHUH exp (—TL <)‘T+l - )\r - $>) )

gdzie K1 = }°72, exp (—j (Ar-&-l -\ — é)). Dalej, skoro

_(n+k) _ f(nJrk) (n+k71) f(n+k) (n+k71)
Tpyo " = Tpio Ty Ty Ty
_ —(n+k) _(nt+k—1 —(n+k) (n+k—1)—(n+k—1)
= Try2 71-1(” ) +7 Try2 " Trp1 Tyl

—(n+k) —(n+k—1)—(n+k-1)
+7rr+2 Tr42 Tr1 )

—(n+k—1)
Tri2

to

H7rr+2 u (n+k) (n+k) (n+k71)f(n+k71)uH

k—
”7rr+2 7r7(‘n+ 2 u” + ||7T7“+2 7T7’+1 Trr—‘rl

+k +k—1
+ r R Dy,

Pierwszy skladnik szacujemy z (5)

n _ _ 1)
IO Dl < e exp (<o + k= 1) (s = = 2 )
S

5
< lull exp ((n +k—1) ()\HZ A — 8)) ,

drugi najpierw z (5) a potem z (6)
(n+k) _(n+k—1)—(n+k—1 n+k—1)_(n+k—1 o
I IRl < R ulexp (k= 1) (A2 = e = 3 )
n 5
< I Pl exp (<4 k= 1) sz = Ara = 7))

< Ki|ull exp <—n (/\T+1 A — 5))
S

X exp (_(n +k— 1) ()\r+2 - )\rJrl - i)) 3
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wreszcie trzeci brutalnie, tak zeby méc do niego odgrzaé¢ dowcip

—(n+k)=(n+k—1) —(n+k-1)
DT ) < 7 ).
Ostatecznie
(n+k) = 5
mul < 3 (lallexs (<+9) (e =2 = 2)))
j=0
k-1 5 5
+ Z K1 ||ul| exp (—(n +7) ()xr+2 — Art1 — 5)) exp (—n ()‘r-i—l A — 5))
j=0

2
< Kaflul exp (—n ()\r+2 Ar — 5)) :
S
(n)

Dalej podobnie — otrzymamy dla dowolnego ' > r i u € V;*'/ oszacowanie

" 5
7l < Kljalesp (< (A=A, = (07 =) %))
< K||ul|exp (—n (A — A = 9)),

co dowodzi (4) w przypadku r’ > r i tym samym fragmentu tezy lematu, czyli nieréwnosci (2) dla
>

Jasne jest, ze dla ' = r nier6wno$é¢ (2) tez zachodzi. Sprébujmy ja teraz pokazaé¢ dla r > r/,
by¢ moze zwickszajac stalag K. Ustalmy w tym celu r > 1’ oraz wektory jednostkowe u € Ur(n),
VS Uf,n ) Uzupelijmy v do bazy ortonormalnej eq,...,e; przestrzeni Ur(n) + U£7 ). Analogicznie

zrébmy z v/ — uzupelniamy go do bazy ortonormalnej fi, ..., f; przestrzeni U£n+k) + USH_k) (
(n)

uswiadamiaé sobie tutaj, ze dla dostatecznie duzych n wymiary podprzestrzeni Ur sg juz ustalone,
tzn. zaleza tylko od r). Patrzymy sie na macierz ortogonalna C' := [Ke;, f; ] Wiemy juz, ze
ponizej diagonali jest spoko, tzn. dla ¢ > j mamy szacowanie

warto
3,j=1"

|<ei, fi>] < Kexp (—n (A — A\ — 6)).

Chcemy podobnie oszacowaé | < ej, f; > |, bo to w szczegblnosci da oszacowanie na | < u,u’ >
|. Poniewaz CT = C~!, mozemy ten wyraz macierzowy policzyé ze wzoru na macierz odwrotna.
Wyznacznik C jest co do modutu réwny jeden, wiec mamy

| <ej, fi>] = |Cjil,

gdzie Cj; to minor powstaly z C przez skreslenie j-tego wiersza i i-tej kolumny. Liczac go z permutacyj-
nego wzoru na wyznacznik widzimy, ze kazdy sktadnik sumy po wszystkich mozliwych permutacjach
bedzie w postaci iloczynu n —1 czynnikéw — wyrazdéw macierzy C, przy czym w tym iloczynie zawsze
wystapi co najmniej jeden wyraz z diagonali lub poniezej niej, a nan mamy juz dobre oszacowanie.
Pozostale wyrazy z iloczynu szacujemy oczywiscie brutalnie przez 1 dostajac co potrzeba. Stala K
wystarczy wiec zastapi¢ na K - (d — 1)!. Konczy to dowdd lematu. O

DODATEK A. GRASSMANNIAN

Przez G(k,n) oznaczamy zbiér wszystkich podprzestrzeni liniowych k& wymiarowych w R™ i nazy-
wamy grassmannianem. Mozna na grassmannianie wprowadzi¢ metryke

p(U,V) = ”PU_PVH, U,VEG(k,n),

gdzie Px oznacza rzut ortogonalny na podprzestrzen liniowa X C R™. Latwo zrozumieé¢ jak dziala ta
metryka w przypadku nisko wymiarowym, np. dla G(1,2) robiac sobie odpowiedni rysunek.
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DODATEK B. MODUL PRZEKSZTALCENIA LINIOWEGO

Niech A: R? — R? bedzie przeksztalceniem linowym. Bardzo pozytecznym pojeciem jest jego
symetryzacja, czyli operator AT A. Jest to przeksztalcenie samosprzezone, nieujemnie okreslone, wiec
sie diagonalizuje z nieujemnymi warto$ciami wtasnymi. Latwo wiec dzieki tej obserwacji okresli¢
modul przeksztalcenia liniowego A

A := VAT A.

Kluczowa jest obserwacja, ze |||A|z|| = ||Az||, dla dowolnego wektora x. Wynika bowiem z niej, ze A i
|A| réznia sie multiplikatywnie o izometrie oraz maja te sama norme. KorzystaliSmy z tych fakcikéw
wielokrotnie.

DODATEK C. ALGEBRA ZEWNETRZNA

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniows d wymiarowa z ustalona baza eq,...,eq. Dla
q € {1,...,d} okreslamy jej potege zewnetrzng jako rzeczywista przestrzen liniowa rozpieta przez
wektory e;; Ao Ae, dlal <ip <...<i, <d, przy czym o dzidobku A myslimy jak o antysyme-
trycznym formalnym dzialaniu na wektorach. Przestrzen te oznaczamy jako A? V. Jedli na przestrzeni
V mamy zadany iloczyn skalarny, to indukuje on naturalny iloczyn skalarny na potedze A? V. Ot6z
moéwimy, ze (e;; A...Ae;,) jest bazg ortonormalng na A7V, jedli (e;) nia jest na V.

Dla endomorfizmu A: V' — V mozemy okresli¢ jego g-ta potege zewnetrzna, czyli endomorfizm
AN N1V — A7V zadany na bazie jak nastepuje

A/\q(eil VAN 6iq) = Aeil VANPIAN Aeiq.

Podstawowa zalety potegi zewnetrznej operatora jest to, ze pozwala on wydoby¢ iloczyny wartosci
wlasnych wyjsciowego operatora, z czego intensywnie korzystaliémy. Dokladnie, je$li A ma wartosci
wlasne t1,...,tq, to (tiy - ... ti )i <..<i;<d S8 Wartociami wtasnymi operatora AN, Ponadto, jedli
|t1] < ... < |tql, to oczywiscie

IA]l = [tnl,
HA/\q‘ = |tntn-1- ... tn,(q,l)‘.
W szczegdlnosci
| AM] < [lA].

Nietrudno sprawdzi¢ taks funktorialng wlasnos¢ potegi zewnetrznej operatora
(Ao B)M = AM o BM,
Jest ona bardzo pozyteczna, bo wynika z niej niemalze natychmiast, ze
|ARM| =A™,
a to wiele razy byto dla nas uzyteczne.
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