PROSTE A POZYTECZNE NIEROWNO$CI MACIERZOWE

TOMASZ TKOCZ

STRESZCZENIE. Tekst zawiera notatki do referatu z Seminarium Fizyki
Teoretycznej. Jest to w zasadzie ttumaczenie (z uzupelnionymi pewnymi
skrétami myslowymi i innym podejéciem do triku Weyla) odpowiedniego
rozdzialu ksigzki [3].

1. WsTEP

W fizyce statystycznej kluczowe znaczenie ma suma statystyczna. W me-
chanice kwantowej ma ona posta¢ Z = tre SH-1N) (3 = %, H — ha-

miltonian uktadu,  — potencjal chemiczny, N — operator liczby czastek
— jesli w ukladzie jest ona zachowana). Zatem bardzo wazne znaczenie jest
umie¢ szacowaé wyrazenia tre?, gdzie A jest macierza i niech to bedzie dla
nas motywacja, choé¢ nie wiem jaka ona byla naprawde, zeby sobie dzisiaj

obejrze¢ kilka klasycznych nieréwnosci. Przyjrzymy sie nieréwnosciom:

e Peierlsa — Bogolubowa
e Holdera
e Goldena — Thompsona

O ich zastosowaniach nie bedzie tu wspomniane. Aby jednak wszystkich
(pragmatykow?) uspokoié: nieréwnosci te stosuja sie! Hastowo, niektére za-
stosowania, to

e dowody wypuklosci réznych waznych funkcji termodynamicznych,
np. energii swobodnej

e dowody istnienia granicy termodynamicznej

e oszacowania i poréwnywanie sumy statystycznej réznych modeli (np.
Isinga i Heisenberga — przyktad z [3])

e dowdd braku uporzadkowania dalekiego zasiegu w modelu Hubbar-
da (w wymiarach 1 i 2 i temperaturach dodatnich) — twierdzenie
Komy-Tasakiego (por. [2])

e ostro tez te nieréwnosci stosuje Pan Wojtkiewicz podajac oszacowa-
nia (z gory i z dolu) sumy statystycznej w modelu Hubbarda (por.

[4])

Chcialbym podzigkowaé¢ Panu J. Wojtkiewiczowi — opiekunowi referatu — za pokaza-
nie mi tytutowych nieréwnosci.
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2. NIEROWNOSC¢ PEIERLSA-BOGOLUBOWA

Rozwazaé¢ bedziemy operatory liniowe A: C* — C” (o macierzy A) oraz
na C" mamy zadany iloczyn skalarny <, >. Przypomnijmy sobie kilka faktow
z algebry liniowej.

Twierdzenie 1 (spektralne). Jesli A jest samosprzezony (AT = A), to

istnieje baza ortonormalna uy, . .., u, oraz liczby rzeczywiste A\, ... A, takie,
ze

n
Az = Z A <T,Up > Ug.
k=1

Definicja 1. Niech A — operator samosprzezony. Dla f: R — R definiuje-
my operator f(A): C* — C"

fA)z =" f(Mw) <z, up> g
k=1
Uwaga 1. Jesli f rozwija sie w otoczeniu 0 w szereg (f(x) = D72, f(’“k)!(()) z*,
lz] < R), to f(A) = > 5o f(kk)!(O)Ak, dla A takiego, ze ||Al| < R. Zatem po-

dana ad hoc definicja f(A) dla pozadnych f pokrywa sie z tq znang skqdingd
(np. dla funkcji e,In, /).

Dowdd. Rozwijamy f(\x) w szereg majac na uwadze, ze | A|| = mazi<i<n| il
<R

n n oo (l) 0
f(Az = Zf()\k) <T,UR> Up = ZZ / l'( ))\2 <X, Up > Ug
k=1 k=11=0 ’
> D) ™ > (0
= f l'( >Z>\§f<x’uk>ukzzfll()Al'
=0 : k=1 =0 :

Koniec przypomnienia. Przechodzimy do sedna tego paragrafu.

Twierdzenie 2. Niech f: R — R bedzie funkcjg wypukiq, A operatorem
samosprzezonym. Wéwczas dla dowolnego x, ||z|| = 1 zachodzi

f(<Az,z>) << f(A)z, 2> .
Dowdd. Mamy wobec rozktadu spektralnego dla A, ze

f(<Az,z> = f<<i)\k<x,uk>>:f<i|<:c,uk>|2/\k>

k=1 k=1

n

< Z| <T,up> ‘2f(Ak:) :<f<A).Z',1'>,

k=1

gdzie skorzystali$my z nieréwnoéci Jensena (dla wag | < z,uy > |? sumuja-

cych sie do ||z|? = 1). O
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7 powyzszego mamy natychmiast

Whniosek 1. Jesli (vg) jest bazq ortonormalng, to
tr f(A) > Z f(< Avyg, vg, >).
k=1

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze ogdlnie < Avy, v > jest wspotrzedna (k,k)
macierzy operatora A w bazie (v), wiec

n

tr f(A) = <f(A)vg,vp>> Y f(<Avg,vp>).

k=1 k=1

(]

Twierdzenie 3 (Nier6éwnos¢ Peierlsa-Bogolubowa). Dla operatoréw samo-
sprzezonych A, B i funkcji wypuklej f: R — R zachodzi

tr f(A)eP > (trAeB>.

treB treB

Dowdéd. Niech (v) bedzie baza orotonormalna z twierdzenia spektralnego
dla B, za$ p1,...,ur odpowiadajacymi im wartosciami wlasnymi. Mamy
wobec nieréwnosci z twierdzenia 2 i nieréwnosci Jensena, ze

tr f(A)eP 1 &
tlfe; = Zeukz<f(A)erk’vk>
k=1
n euk n eMk
= < f(A)vg, v >> < Avg, v >
,;126‘“@ f(A)vg, v ;Ze“kﬂ ks Vk >)
D eHk tr AeP
> =
f kz::lzeﬂk < Avg, v, >> f( 7B )

O

Identycznie dowodzimy (ale nie wynika ono z powyzszego twierdzenia, bo

niekoniecznie eA+B = e4eh)

Twierdzenie 4 (Nieréwnos¢ Peierlsa-Bogolubowa’). Dla operatoréw samo-
sprzezonych A, B zachodzi

treAtB S tr (AeP)
— _ >exp| —212).
treB ~ P\ TireB

Dowéd. 7 poprzedniego dowodu widaé, ze tre? jest tylko czynnikiem nor-

mujacym, wiec mozna bez utraty ogélnosci zalozyé, ze tre? = 1 (w razie

czego rozwazajac zamiast B operator B + cl, dla odpowiedniej stalej c).
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Wowcezas ((vg), (1) ma to samo znaczenie co powyzej)

n
treATB <M By v >> Z e (A+B)vk,vi>

k=1

n
etk o <AVE V> > exp <Z el < Avy, vy, >>
k=1

x>
M-
i

I
WE

B
Il
—

= exp (tr (AeB)) .
U

Jako ciekawostke zauwazmy na zakonczenie tego paragrafu takie przyjem-
ne zastosowanie gléwnego narzedzia — twierdzenia 2

Whniosek 2. Niech C': C" — C" bedzie operatorem dodatnio okreslonym 4
samosprzezonym. Wowczas

n
det C' < H Ckk,
k=1

gdzie [c;j] jest macierzq C' w bazie standardowej (ey,).

Dowdd. Dodatnia okreslono$¢ oznacza, ze dla kazdego x # 0 <Cx,x>> 0,
wiec w szczegoblnosci wartosci wlasne C' sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi
oraz ckr > 0. Biorac f(z) = —Inz w twierdzeniu 2 mamy

— <InCep, e >=<f(Ceg, e, >> f(<Cex,er>) = —Incik,

wiec In cgr ><InCey, e > i powysumowaniu

n n n
InJJ e >trmC=> In\g =In ] A\ = Indet C,
k=1 k=1 k=1

czyli teza. O

3. NIEROWNOSE HOLDERA

Bedziemy chcieli odejsé na chwile od operatoréow samosprzezonych. Ale w
ogolnosci jest tez co$ na ksztalt twierdzenia spektralnego (gdy dimV = oo
i operator jest zwarty nazywa sie to rozkladem Schaudera). Niech wiec A
bedzie teraz dowolnym endomorfizmem przestrzeni C”. Bierzemy T := At A.
Wtedy T jest oczywiscie samosprzezony, ale tez nieujemny, bo

<Tx,z>=<Az,Az>= ||Az|?> >0
(widaé po co ATA zamiast AAT). Zatem z twierdzenia spektralnego istnieje

baza ortonormalna (uy) i wartosci wlasne nieujemne (\;) dla 7. Mozemy
wiec zdefiniwaé

|A| :== VT = VAT A.
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Mamy
(1) Al z|> = <|Alz,|Alz>=<|A|"|A|z, z>=<|A|?z,z>
<ATAz, x>=< Az, Az >= || Az|?,

czyli definiujac U : im|A| — imA wzorem U (|A|z) := Az mamy poprawnie
okreslona (bo ker |A| = ker A — wobec (1)) izometri¢ na swéj obraz, ktéra
tatwo rozszerzamy do izometrii C". Zatem

Az = U(JAlz)=U (Z A <z, up> uk>
k=1

n n
= Z)\k <z,ur> Uup = Z)\k <T,u> Vg,
k=1 k=1

gdzie (v) pewna baza ortonormalna (obraz bazy (uy) przy U). Zatem za-
chodzi

Whniosek 3. Dia A: C" — C" istniejg bazy ortonormalne (uyg), (vg) i@ liczby
wi(A) > ... 2 pn(A) > 0 — wartosci wilasne |A| zwane wartosciami
osobliwymi A takie, Ze

Ax = Z pr(A) <x,uk > vk
k=1

Uwaga 2. pu,(A") = p(A)
Dowéd. Wobec U|A| = A jest AT = |A|UT i mamy
AATwy, = AJA|U v, = A|Alug, = Apg(A)ug = pr(A)2vg,

wiec |Af|vg = pp(A)vg, co oznacza, ze |A|, |AT maja te same wartosci wlasne.

U
Definicja 2. || A, := (tr|[A]P)Y/?, p e [1,00].

Uwaga 3.

n 1/p
(tr|AP)? = (Z uk<A>p) = 11 (A) - (Al > max pa(4)
k=1
= (A) = [[[A[l] = [IAll
czyli || Allso = || Al
Mozemy juz teraz sformutowaé gltéwne twierdzenie tego rozdziatu
Twierdzenie 5 (Nier6wnos$¢ Holdera). Dla r,p,q € [1,00] takich, ze % =

% + % 1 dowolnych operatorow A, B: C" — C" zachodzi

IAB]- < [ Alll|Bllq
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Dowd6d mozna tatwo przeprowadzié w oparciu o zwykla (dla p-tych norm
ciagéw) nieréwnosé Holdera jesli tylko udowodnimy, ze

n

(2) Z pr(AB)" Z B)",

bowiem wéwczas stqd i uwagi 3 mamy

IAB]; = Zﬂk (AB)" Zuk

T/p r/p
(Z pu (A ””) (Z pr(B ””) = |l Bllg-

Dowéd (2) za$ wynika z dwéch rzeczy

N

Lemat 1. Dla liczb rzeczywistych 0 < a1 < ... < a4y, 0 < by < ... < by,
takich, ze dla kazdego k =1,...,n Hé?:l bj < H?:l a; zachodzi

k
ij < Zaj,

j=1 j=1
dla kazdego k =1,...,n

Dowdd. Jest to w zasadzie zasada majoryzacyjna Hardy’ego — Littlewooda
— Pély zastosowana do funkcji exp. Dowdd mozna znalezé w [1] lub (bardziej
geometryczny) w [3].

Lemat 2. Dla dowolnych operatoréw A, B: C" — C™ i kazdego k =1,...,n
zachodzi

k k
H i (AB) < H i (A
j=1 j=1

Dowdd. Uzyjemy sztuczki Weyla z algebra przeksztalcen antysymetrycz-
nych, po to zeby zgrabnie wydobyé iloczyn H;?:l pi(A). W przestrzeni od-
wzorowai k-linjowych antysymetrycznych AF(C")* definiujemy dla opera-
tora A: C" — C" jego k-ta potege dziubkowa A" : AF(C")* — A\F(C™)*
wzorem

(A/\kw)(vl, v vg) = w(Avg, . Avg),

dla p € /\k(C")*, v1,..., 0, € C". (Mozna o tym mysleé¢ np. jak o pool-backu

stalej formy w przy przeksztalceniu A). Zauwazmy tez, ze dla k = 1 ta potega

dziubkowa operatora A staje sie jego zwyklym sprzezeniem Banachowskim.
Po co to wszystko? Mamy

(3) pa(A)

najwieksza wartosé¢ wlasnal A |

—
=

= najwieksza warto$¢ wlasnal AT|"F

= m(AN) - (AT) = i (A) - (A),
6
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w

' ((AB)®) = (B AM)

—
E
N
3
[

= || BMAN| < IBMM) = pa (BN pa (A™)

k k
T () TT (B,
j=1 j=1

—~
=

czyli teza lematu. Pozostaje jeszcze udowdnié

(4) najwieksza wartosé¢ wlasnal A|™ = pq(A) ... - ur(A).

() | AM] = AT

Dla dowodu (4) wezmy operator S samosprzezony nieujemny (takim jest
zawsze |A|) o wartosciach wlasnych A\; > ... > X\, > 0 dla bazy ortonor-
malnej (ug) (tzn. Sup = Ayug). Zauwazmy, ze (pamietamy, ze jesli (duy)
oznacza baz¢ dualng do (ug), to du;, A... Adu;,, 1 <ip < ...ip < n jest
baza ortonormalng AF(C™)*)

S dug, AL A dug, = (S*dug) A A (S*dug,),
ale S*du; = A\idu;, wiec
SN Augy A Adug, = Ny e N A A dug,,

czyli S"* ma wektory wlasne du;, A ... A du;, o wartosciach wlasnych A;; -
...-\i,,. Poniewaz jest ich tyle co dim AP (C™)*, wiec sa to wszystkie wektory
wlasne, wiec i wszystkie warto$ci wlasne, a najwieksza, to A1 - ... - Ay i to
trzeba byto tu pokazac.

(5) udowodnimy w dwéch matych krokach. Po pierwsze (A™NF)F = (AT)NE,
bo wystarczy sprawdzié, ze

k
<AMw p>=<w, ANp> won e /\ (Cc™y*,

ale te rownosé wystarczy sprawdzi¢ na bazie ortonormalnej w = dxy, n =
dz; dualnej do bazy standardowej (ey) (uzywamy dalej multiindekséw I =
(i1,...,1)); woéwczas, skoro (detr(vy,...,vx) oznacza wyznacznik macierzy
powstalej przez wybranie wierszy i1, ..., z kolum vy, ... vg)

A/\kdw] = Z detL(Aeil, Ceey Aeik)de,
L

to

<dzy, (AT)/\kde > = detI(ATejl, ce ,ATejk) = detI(ATejl, - ,ATejk)

= detJ(Aeil, - ,Aeik) :<A/\kd.1‘[, dry>.
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Po drugie

AM] = (k)i(an) = /(AT Ak
= \(Adnk 2 (VAAT = AT,

4. NIEROWNOSC¢ GOLDENA-THOMPSONA
Celem tutaj jest dowdd nastepujacego

Twierdzenie 6 (Nieréwnosé¢ Goldena—Thompsona). Dla operatoréw samo-
sprzezonych A, B: C™ — C™ zachodzi
tred T8 < tr (eeP).
Potrzebne bedzie kilka lematéw.

Lemat 3. Dia operatoréw samosprzezonych A, B: C™ — C™ dodatnich (tzn.
<Az,x>> 0, dla kazdego x # 0) zachodzi

|AB[g, < [[A"B[ls, p>1,s>2.

Dowdd. Ustalmy p,s jak w zalozeniach i oznaczmy C := AP, D := BP,
fla) = ||C*D?||5), — funkcja ciagla na (0,1]. Sprawdzmy czy przedtuza
sie ona na [0, 1], tzn. chcemy obliczy¢ lim,—,0+ f(a). Szacujemy

o o Holder o o
HC D Hs/a < HC HQs/aHD ||2$/a

=  (trCtr D)% —— 1,
a—0+

dalej, biorac za v dowolny jednostkowy wektor wlasny dla D o wartosci
wlasnej ¢ mamy z drugiej strony

poréwnanie p-tych norm ciggéw

1C“D[|s/p > [C*Dalo = [|C*D*||
n
> |C*D%|| = Z,uo‘ <v, ug > up
k=1
> (|ulminicrgn | Ak))* —— 1,

a—0+

gdzie korzystaliSmy jeszcze z twierdzenia spektralnego dla C' (oczywiscie
(ug) oznacza baze ortonormalna wektoréw wlasnych odpowiadajacych war-
tosciom wlasnym (Ag)). Zatem f(0) = 1. Zauwazmy, ze teza, to nier6wnosé

f(;><fﬂ):fﬂﬁ®L

co rownowaznie mozna zapisa¢ jako

£(o (1=2)0) < sMrr)

p
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czyli wystarczy udowodnié¢ wypuklosé funkcji In f. Wobec jej cigglosci wy-
niknie, to z nieréwnosci

(0 £(%57) < s

Do jej dowodu przydadza sie trzy rzeczy.

(7) X [[b, = (b | X[P)Y4 = (|| XPllgs p,g>1 X— dowolny

(8) XY, <|YX]|p, X,Y— dowolne takie, ze XY samosprzezony,

bo wobec lematu 1 (zasady majoryzacyjnej) i definicji p-tej normy macie-

rzowej wystarczy pokazaé, ze dla kazdego k=1,...,n
k k
[LimxY < [Lmyx.
Jj=1 J=1

Jednak mamy

H 1i(XY) = pp(XY)") = max modultéw wartosci whasnychY/*F X/
j=1
— T'(Y/\kX/\k) — T‘(XAkY/\k) _ ((YX)/\k)

N

|20 = (VX)) = H WYX,

gdzie przez r(X) oznaczamy promien Spektralny operatora X i korzystamy
ze znanych faktéw, ze ogdlnie r(XY) = r(Y X), bo XY i Y X maja te same
warto$ci wlasne oraz r(X) < || X]|, bo jesli u jest jednostkowym wektorem
wlasnym o wartosci wlasnej A, to |A| = || Xul| < [| X].

9) X llp = 11X 1lp,

oczywiste, wobec uwagi 2.
Wracamy do dowodu (6). Bez utraty ogélnosci zatézmy, ze 5 > . Mamy

a+ a+ﬁ M a+B a+ﬁ
F(538) = 1CF D ey L NCF D P
_ ||D — Ca+ﬁco‘;5 ||1/2 _ HDaDﬁ aca—f—ﬁDa;B I

—
(¢
=

1/2 Holder 1/2 1/2
||Da0a+ﬁDﬂ||s;(a+,8 < ||DO‘CO‘||S;QHC’6DBHS;/3

= f@)'2F(e)2

—~
=

Przy okazji mozna stad udowodni¢ taki przyjemny
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Whniosek 4. Przy zatozZeniach lematu 3 zachodzi takze nierowno$é
tr (AB)" < tr (A"B").

Dowod. Korzystajac z cyklicznoéci sladu otrzymujemy

tr (AB)" = tr | AYV2(AY2BAY?). ... (AY2BAY?) AY2B
n—1
_ tr (Al/QBAl/Q) —tr |B1/2A1/2‘2n _ HBI/ZAl/Z”%Z

lemat 3

< || BY2A™?)3 = tr (A2 B A™?) = tr (A"B").

Lemat 4. Dia dowolnych operatoréw X,Y : C* — C™ zachodzi

: 1y 1 . 1x 1
XY — Jim (en¥en?)" = lim (e e Ye2nX) ,
n—oo n—oo

e
gdzie zbieznosé jest w mormie operatorowej.

Dowéd. Niech A, = en*Xen? | B, := en ™) Chemy udowodnié, ze | Ay —
BZH m 0, ale

ARl [1Ball < en (XIHIVID
C
HAn - BnH < ﬁ:

bo pierwsze wyrazy odpowiednich szeregéw sie redukujg i stata C zalezy
tylko od operatoréw X,Y (nie zalezy od n). Mamy stad

|A} — Bl = || Ap ' (An — Bn) + AL %(An — By) By + An (A — By) By

n

+ ...+ Ay(A, — By)Br 2 4+ (A, — B,) B2 Y|
< neIIXIIJrIIYIIHAn — B, < geIIXIIJrIIYII -0
n n— 00
Dowdéd drugiej rownosci jest identyczny. O

Lemat 5. Dla operatoréw samosprzezonych A, B: C" — C™ zachodzi
e Pl < leteP ], p2 1.

Dowdd. Niech najpierw p > 2; wtedy

emat 3
||62n eQnBHan < ||eA€B||p7

ale lewa strona wynosi
A B|2n B_-A n lemat 4 (
llemAezzBPr, = [l(e3 BenAem By, KoL, oy 4 By,

skad teza w tym przypadku.
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Jesli 1 < p < 2, to mamy z poprzedmego przypadku

A 1 1

e+ 5], le™ 27112, < [le24e2P3,
= |lez4ez PP, = [lezBeter ),
< e,

Teraz tatwo zakonczy¢ dowdd wyjsciowego twierdzenia.

Dowdd twierdzenia 6. Pamietajac, ze zalozenia A + B jest tez samosprzezo-
ny, mamy

lemat 5

et = e IR TS erten3

= tr( BeAeZB):tr(eAeB).

Jako zastosowanie wszystkiego podamy jeszcze bardzo wazny

Whniosek 5. Funkcja f: {operatory samosprzezone C" — C"} — R zada-
na wzorem f(A) :=In (tr 6A> jest wypukia.

Dowdd. Po prostu sprawdzamy definicje wypuklosci

f(@A+(1-a)B) - in (i eaA+<1—a>B)
Goldenf'ihompson 0B )
Holder ( )

< In ((bre)* (tr )1

= af(A) + (1 - a)f(B).
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