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Streszczenie

Tekst zawiera notatki do referatu z seminarium magisterskiego Rachunek prawdopodobienstwa.
Celem jest przedstawienie tematu, ktérego dotyczy praca magisterska autora [Tko|]. Rozwaza sie
dylatacje zbioréw symetryczynych i wypuklych i to jak szybko roénie ich miara Gaussa. Glownym
zadaniem bylo przeniesienie wynikéw z pracy [LatOle] na przypadek zespolony.

1. Ustalmy na samym poczatku terminologie'. Dylatacja o skali ¢ > 0 nazywamy przeksztalcenie
R'>z+——txreR"

(jednoktadnosé o srodku w 0 i skali t). Wezmy borelowski zbiér A C R™. Jak zmienia si¢ miara

-

Rysunek 1: Dylatacja o skali ¢

Lebesgue’a jego dylatacji? To bardzo tatwe
[tA| =t"|Al.
A jak zmienia siec miara Gaussa® 7, Innymi slowy, co mozna powiedzie¢ o funkcji

fa(t) =y (tA), t>07?
Hipoteza 1 (Shepp?, 1969). Niech A C R" bedzie wypukly i symetryczny (A = —A), zas P = {z €
R™ | |x1| < p} niech bedzie pasem o szerokoSci 2p tak dobranej, aby vn(A) = v, (P). Wtedy

fa(t) = fp(t), dlat>1,
< fp(t), dla 0 <t<1.

(S)

Lwszystkie niestandardowe oznaczenia uzyte w tekscie starano sie wyjasniaé w stosownych miejscach w przypisach
1 —|z|?/2
Jar © :
3Lawrance (a.k.a. Larry) Shepp — amerykanski statystyk i probabilista. Doktorat zrobit u Fellera w Princeton.
Znany nam (studentom MIM UW, czyli czytelnikom podrecznika Jakubowskiego i Sztencla) z Zadania z {: Udowodnié,

ze jesli X, Y to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozkladzie i o éredniej zero, to E|X + Y| > E|X — Y|

2Chodzi nam o standardowa miare Gaussa, czyli o miare z gestoscig



\J

P A

Rysunek 2: Oszacowanie (S) na rysunku — optymalne sg pasy

2. Historia tego problemu jest dosy¢ dtuga, bo zostal rozwiazany dopiero w 1999 roku, ale po kolei.
e 1969 — Shepp, postawienie problemu w nieopublikowanym manuskrypcie

e 1974 — Sudakov, Zalgaller, [SudZal], rozwiazanie dla n = 3 i nie tylko dla 3, ale dla dowolnej
miary log-wklestej

e 1991 — Szarek, [Sza|, postawienie problemu w publikacji i odtad problem znany jako S-conjecture

e 1993 — Kwapien, Sawa, [KwaSaw|, rozwiazanie dla zbioréw symetrycznych, ale wzgledem kazdej
osi

e 1999 — Latala, Oleszkiewicz, [LatOle], rozwiazanie problemu
3. Niby sprawa S-conjecture jest tym samym zamknieta, ale mozna te liste wydluzyé stawiajac
nowe pytania. Na przyklad, jakie zbiory sa optymalne w klasie zbior6w symetrycznych (rezygnujemy

z wypuklosci)? A jakie w klasie zbioréw wypuklych? Mozna tez zrobi¢ wycieczke w $wiat zespolony
i wlasnie tego dotyczyla praca magisterska piszacego te stowa.

Hipoteza 2. Niech v, to standardowa miara Gaussa na C" ~ R (tzn. vn(A) = v2,(j(A))).
izomorfizm j
Niech A C C" bedzie

o wypukly (w zwyklym rzeczywistym sensie, Ze dla kazdego t € [0,1] jest* tA+ (1 —t)AC A),
e rotacyjnie symetryczny, tzn. dla kazdego X € C o module 1 jest NA = A.
Niech P = {z € C" | |z1] < p} bedzie cylindrem o promieniu p takim, zZe vy (A) = v, (P). Wtedy

vn(tA)

AN

Un(tP), dlat > 1,
<

T
(T) vn(tP),  dla0<t<1.

To co udalo sie zrobié¢ do tej pory, to nastepujace twierdzenia (patrz [Tko])

Twierdzenie 1. Istnieje stala ¢ > 0,64, Ze nieréwnosci (T) zachodzq dla wszystkich t takich, Ze
vn(tA) < c. W szczegolnosci

m(A)<c = wv(tA) <vp(tP), 0<t<1.

*Postugiwaé si¢ bedziemy czgsto notacja AA = {\a | a € A} oraz A+ B={a+b|ac A,bc B}



Twierdzenie 2. Istnieje stata K, Ze dla zbioréw A, P jak w Hipotezie 2 zachodzi
Un (1 + K(t—1))A) > v,(tP), t>1.

Uwaga 1. Udowodniono to twierdzenie ze statg K = 3. Stata K = 1 rozwiazywatla by hipoteze.

4. Przejdziemy teraz do oméwienia techniki z pracy [LatOle] pozwalajacej uzyskaé¢ powyzsze rezul-
taty. Jest to, jak mam nadzieje zobaczymy, tadny kawatek matematyki i mozna si¢ wiele nauczyc¢.
Skupimy sie dla prostoty jednak na przypadku rzeczywistym. Idea jest prosta: sprowadzi¢ problem z
R™ do R?, gdzie bedzie juz mozna cos policzyé.

Fakt 1 (Kwapien, Sawa). Dla kazdych zbioréw A i P jak w Hipotezie 1 zachodzi (S) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi dla nich nierowno$é

fa@) = fp(1).

Dowdd. ,,—" To jest bardzo latwe, bo wobec wyboru pasa P jest fa(1) = fp(1), wiec z nieréwnosci

(S)
£i(1) — fa(l+ hf)b — fa(1) > fr(1+ h})L — fp(1) ().

»,<=" Okreslamy funkcje h: (0,+o00) — (0, +00) poprzez warunek
fat) = fr(h(t)).

(
Naszym celem jest wykazaé, ze dla t > 1 jest h(t) < t,adlat <1— h(t) > t. Zauwazmy, ze fa(t) =
fp(h(t)) jest rownowazne réwnosci fia(1) = frp(1), a ona, zaktadamy, ze implikuje nieréwnosé na
pochodnych

fia) = frap(L).

Ale fl,(1) =41 fia(s) = j‘ fa(ts) =tf4(t) i tak samo f7,p(1) = h(t) fp(h(t)). Rézniczkujac
s=1 s=1
za$ fra(1) = faep(1) dostajemy, ze f)y(t) = h'(t) fp(h(t)) i zbierajac to razem do kupki widzimy, ze

th'(t) > h(t) <= (W>, > 0.

t
h(t)

Oznacza to, ze funkcja =~ jest rosnaca, a to konczy dowdd. O

Uwaga 2. Dla ustalonego zbioru A policzmy pochodng funkcji f4a wt =1
e 724y =

d d 1 21,12

W(1) = — / =ty dt / atte /2

fa1) 1 Jea vor" a=ty dt|,_, JA /2 i

= (4) = [ 1y )
t=1

dt
(ntnq . tn+1‘y|2) eft2|y\2/2dy

1
N AN21
Zatem

= b1 = [ ) > [ P

Whiosek 1 (Kule sa optymalne dla oszacowania z géry). Niech A C R"™ bedzie wypukly i symetryczny,
zas B = {x € R" | |z| < R} niech bedzie kulg o promieniu R tak dobranym, aby vn(A) = vn(B).
Wtedy

9

fA(t) < fB(t)v dla
>

t>1
f5(t),  dla0<t



Dowdéd. Wobec Uwagi 2 i Faktu 1 wystarczy strawdzié, ze drugi moment na A jest co najmniej taki
jak na B. Ale ten moment tatwo policzy¢ caltkujac przez czesci

/\y| dyn(y —/ / 2t < pypla(y)dtdy Fubml/ 2ty (AN {ly| > t})dt
> [T2enB (> ) = [ P

gdzie skorzystaliSmy z punktowej nieréwnosci v,(A N {|y| > t}) > v (B N {|y| > t}). Jest ona ona
jasna dla t tak duzych, ze v,(BN{|y| > t}) = 0. Dla t takich, ze v,(BN{|y| > t}) > 0 szacujemy tak

MWm(ANLlyl = t}) = m(A\{lyl <t}) > m(A) = m{lyl <t}) = m(B) —m{lyl <t})
=B\ {lyl <t}) = m(BO{lyl > t}).
O

To bylo zupelnie tehniczne. Przed kolejnym krokiem przyda si¢ pojecie miary brzegu. Jesli u jest
miara borelowska na R”, to okreslamy

H+ (A) = hﬂe—@—i-wa

gdzie A, = {z € R™ | dist(x, A) < €} jest e-otoczka zbioru A (A = A+ B(0,¢€)).

Fakt 2 (wypuklo$¢). Niech w =sup{r >0 | B(0,r) C A} bedzie promieniem zbioru A. Wtedy

Fa(l) = wy, (A).

Rysunek 3: Promien zbioru

Dowdd. Bez utraty ogdélnosci mozna zaktadaé, ze 0 < w < oo, bo jesli A jest zawarty w pewnej n — 1

wymiarowej podprzestrzeni, to jest miary 0 i wszystko jasne. W przeciwnym przypadku, zawiera

nietrywialng kule (z wypuklosci i symetrii), wiec w > 0, za$ gdyby w = oo, to A = R™ i tez tatwo.
Mamy B(0,w) C A, wiec z wypuklosci, dla z € A, zachodzi

tz+ (1 —t)B(0,w) C A,

ren(0(t-1)w)cla

wiec przyjmujac oznaczenie 1/t = 1+ h, z dowolnosci x, mamy

wiec

A+ B(0,hw) C (1+ h)A.



Stad szacujemy tak

/ T o .
fa) = hlg(r)lJr h v hli%lJr h
i AT BOA) ()
h—0+ hw

Uwaga 3. Dla pasa P mamy w powyzszym fakcie réwnosé
fp(1) = py (P).

Przypomnijmy, ze na mocy Faktu 1 naszym celem jest udowodnié, ze f/4(1) > fp(1). Wystarczy
zatem udowodnié¢ co$ a’la izoperymetria

wy, (4) > pyy (P).
Fakt 3 (redukcja wymiaru). Dokonajmy symetryzacji Ehrharda naszego zbioru A

R"” > A A€ — R2 S
- Symetryzaz;jz Ehrharda {(.Z‘,y) € ‘ t=> t(fﬂ)},

gdzie t(x) jest zdefiniowane tak, aby miara vy,_1 ciecia A, = {y € R* ! | (z,y) € A} byla réw-
na jednowymiarowej mierze Gaussa pdlprostej (—oo,t(x)). Symetryzacja Ehrharda ma nastepujgce
wlasnosci

(i) zachowuge miare v, (A) = v2(A°)
(ii) nie powieksza brzegu, tzn. v,F (A) > 7;(146)

(iii) zachowugje pasy, tzn. P tez jest pasem o tej samej szerokosci co pas P

%

A

Rysunek 4: Symetryzacja Ehrharda zbioru



Dowdd. (i), (iii) Oczywiste.
(11) Wobec (i) wystarczy udowodnié, ze v, (A+B(0,¢€)) > v2(A°+ B(0,¢€)), bo wtedy juz bedziemy
mieé, ze

Wn(A+ B(0,€) —m(d) J 7(A°+ B(0,¢)) —72(4%)

Vi (A) — - - — 74 (A°).

Nier6wno$¢ v, (A + B(0,¢€)) > vy2(A° + B(0,¢€)) jest z kolei implikowana przez twierdzenie Fubiniego,
gdy dla kazdego = € (—w, w) bedzie
-1 ((A+ B(0,€))z) > m (A° + B(0,€))z) -

Udowodnimy teraz te nieréwnosé. Ustalmy ¢ € (A°+ B(0,¢€))s, tzn. (x,t) € A°+ B(0, €), tzn. istnieja
it ze (2, t) € A% |z — 2| 2+ |t — 1| 2 < €2. Wobec
——— ——

€x €y
(A+ B(0,€)), D Ay + B(0, &),
jest
Tn—1 ((A + B(0, 6))r) Z Tn—1 (A:Jc’ + B(Oa 6y)) > Yn—1(H + B(Oa €y))a

izoperymetria

gdzie H to polprzestrzen tej samej miary v,_1 co A,°. Uzywajac gaussowskiej dystrybuanty ®°
mozemy tatwo liczy¢ miare pétprzestrzeni (jedli H = (—oo,z) x R" ™1, to v, (H) = ®(z)) i zapisaé, ze

q>—1%,1 ((A + B(O,e))x) > (1)_17”71(}[ + B(any)) _ @_I’Yn—l(H) tey
= 1 (Ap) + e >t ey >t

Zatem
Tn—1 ((A + B(Ov 6))3:) > (I)(t) = 71((_ooat))

i biorac supremum po ¢ € (A°), mamy to o co chodzilo. O
Zbierajac Fakty 1 - 3, wystarczy wykazac, ze
wyy (A%) > pyd (P9).

Jestedmy juz w R2, ale gdzie jest to co tygryski lubia najbardziej, czyli rachunki? Trzeba jeszcze na
koniec zauwazy¢, ze zbiér A ma bardzo przyjemna strukture. Otoz jest to podwykres funkcji

[—w,w] >z iR (I)flfyn(Ax)

7Z naszych zalozen o zbiorze A wynika, ze nie moze ona by¢ byle jaka.
Fakt 4. Z wypukioéci i symetrii zbioru A wynika, Ze funkcja f jest wklesta i parzysta.

Dowdd. Parzystosé jest jasna, bo z symetrii zbioru A mamy, ze A_, = —A,. Wypuklosc zbioru A
daje, ze dla dowolnych A € [0,1] i z,y € A

A)\ac—‘r(l—)\)y DA +(1- )\)Ay,

°Dla A C R™ i pélprzestrzeni H o tej samej mierze v, co A gaussowska nieréwno$é izoperymetryczna glosi, ze
Yn(A+ B(0,€)) 2 yn(H + B(0,¢))

5®(z) = y1((—o0,z)) = fi”oo ie_sz/st



skad wobec nieréwnosci Ehrharda’” otrzymujemy wklestosé¢ funkeji f

FOz+ 1 =Ny) =2 " 1(Asaraony) = @ o1 (Ma + (1= M) Ay)
A 1 (A) + (1= NP 1 (Ay) = M (@) + (1= A ().
Il

Dzigki odpowiedniej aproksymacji mozna nawet zaktadac, ze f jest gladka i w +w ucieka do —oo.
Mamy wiec izoperymetryczny problem w R?

n2(A) =%(P) = wy (4)>py(P)

Wszystkie wielkosci tutaj wystepujace wyrazaja sie za pomoca funkeji f (przez jakies okropne catki),
wiec reszta to miecho, czyli rachunki. Patrz [LatOle], [Tko].

A

Ae

Rysunek 5: Problem izoperymetryczny w R? dla szczegélnego rodzaju zbioréw
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"[Ehr], dla zbioréw wypuktych i domknigtych A, B C R™ zachodzi
DMy (AA+ (1= XN)B) 2 A2 'y, (A) + (1 = M@ 'y (B)



