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Streszczenie
W pracy udowodniono, ze stala w nieréwnosci Dooba w L, jest optymalna wykorzystujac
operator Hardy’ego—Littlewooda. Korzystajac z nieréwnosci maksymalnej Dooba wyprowa-
dzono pewna nier6wnos¢ maksymalna dla funkcji okreslonych na odcinku. Dzigki niej po-

kazano wreszcie, ze jesli fol |fI ISt f] < oo, to fol T f|InG |Tf] < oo, dla a > 0, gdzie
f:10,1] — R, za$ T, to operator Hardy’ego-Littlewooda.

Stowa kluczowe

nieréwnos¢ Dooba, operator Hardy’ego-Littlewooda

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna

60G46 Martingales and classical analysis

Tytul pracy w jezyku angielskim

On Doob’s inequality
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Wprowadzenie

Wiadomo, ze stata ]% w nieréwnosci Dooba w L, jest optymalna. Jak to udowodni¢? Je-
den ze sposobéw (analityczny), to rozwazy¢ operator Hardy’ego-Littlewooda, oszacowaé jego
norme z gory korzystajac z nieréwnosci Dooba, za$ z dotu, wskazujac odpowiedni przyktad
fukcji wybijajacej norme. Zaleta tego podejscia jest to, iz duzo tatwiej wymysle¢ przyktad
odpowiedniej funkcji niz przyktad odpowiedniego martyngahu.

Dlatego w rozdziale 1 zobaczymy jak z nieréwnosci Dooba wywnioskowaé potrzebna nie-
rownosé dla funkcji z odcinka, dzieki ktorej pokazemy w rozdziale 2 optymalnosé wspomnianej
stalej. W rozdziale 1 wyprowadzimy tez z nieréwnosci maksymalnej Dooba pewna nierdw-
no$¢ maksymalna dla funkcji. Bedzie ona kluczowa w rodziale 3, gdzie zajmiemy sie pewng
nieréwnoscig dla funkcji z odcinka motywowang nieréwnosciag Dooba w L.

Na wstepie przypomnijmy sobie jeszcze kilka uzytecznych dla nas oznaczen, definicji i
twierdzen.

Przez L,([a,b]), p > 1, —oo < a < b < 400 (gdy a lub b jest nieskonczone mamy na mysli
odpowiednio przedzialy (—oo,b], [a, +00) oznaczamy przestrzen liniowa funkeji catkowalnych
z p-ta potega. Formalnie Ly([a,b]) := {f : [a,0] — R | ff |fIP < o0}/ ~, gdzie f ~ g <

1
f =g pw.. Znorma | f|, = (f; |f|p> v jest to przestrzen Banacha.

Niech T' = [0,00) lub {0,1,2,...} lub podprzedzial w tych zbiorach oraz ustalmy prze-
strzen probabilityczna (92, F,P).

Definicja 0.1. Filtracja nazywamy wstepujaca rodzine (F)ier pod-o-cial o-ciala F, tzn.
dla kazdych s,t € T', s < t mamy Fs C Fy.

Definicja 0.2. Niech dana bedzie rodzina zmiennych losowych (X;);cr calkowalnych, adap-
towanych do filtracji (F).er, tzn. dla kazdego t € T zmienna X; jest F; mierzalna. Wowczas
(Xt, Fi)ter nazywamy martyngalem (wzgledem danej filtracji F;), gdy

E(X¢Fs) = Xs p. n. dla s,t €T,s < t.

Przyklad 0.1. Jesli X jest zmienng losowa calkowalna, to rodzina X; := E(X|F), t € T
jest martyngalem wzgledem filtracji (F)ier (catkowalno$é mamy z calkowalnosci X, a to,
ze rodzina jest adaptowana i spelnia warunek martyngatowy wynika tatwo z podstawowych
wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej).

Definicja 0.3. Dla martyngatu (X, F;)ier okreSlamy jego funkcje maksymalng nastepu-
jaco
X/ := sup |X|
s€(0,¢]NT

Zachodzi bardzo dobrze znane twierdzenie pochodzace od Dooba



Twierdzenie 0.1. Niech (X, Fi)ier bedzie martyngalem (prawostronnie cigglym w przy-
padku czasu cigglego, tzn. dla p. w. w € Q funkcja t — Xy(w) jest prawostronnie ciggla).
Wowczas zachodzg nieréwnosci

1
B(X; > a) < —E[Xillixyza,  t€T,a>0. (0.1)

p
EIXTP < (pf 1) ElX:P, p>1teTl. (0.2)



Rozdzial 1

Dwa analityczne wnioski z
nieré6wnosci Dooba

Ustalmy p > 1. Operator Hardy’ego-Littlewooda bedziemy oznacza¢ przez T i definiujemy
go na jak nastepuje

0 dlaz=0
(T'f)() { Ligf dlaz>0

dla rzeczywistej funkcji catkowalnej f okreslonej na przedziale [0, M] lub [0, +-00).

Wezmy przestrzen probabilistyczna (2, F,P) = ([0, 1], B([0,1]),| - | — miara Lebesgue’a)
oraz filtracje 7y = o([0,1 — t],B([1 — t,1])), t € [0, 1]. Dla ustalonej funkcji nieujemnej i
nierosnacej f € Ly([0,1]) definiujemy martyngal prawostronnie ciagly (por. Przyklad 0.1)

1-t

1 1-t —
Xi(w) = E(f|F)(w) = { f(w)o ! i}: Z ; 1 —i

Zauwazmy, ze

1 1-t
sy = [ sw = [y
0 \te,1-w) Il —1tJo

1 1
-/ <sup (Tf(s))pvf(w)”> aw= [ P,
0 0

s€(w,1]

p

v f(w)!”> dw

przy czym ostatnia réwnos¢ wynika z nastepujacego faktu.

Fakt 1.1. Dia nieujemnej, nierosnqcej i catkowalnej funkeji f : [0,1] — R zachodzi
(1) f<Tf
(2) Tf jest funkcjg nierosngcq

Dowdd. (1) jest oczywiste wobec monotonicznosci f. Dla dowodu (2) ustalmy x € [0,1) oraz
h > 0 takie, ze z + h € [0,1]. Mamy

z+h x T
@en@sarn-1ra) = [ -2
= [ - e <o



Z nieréwnosci Dooba w L, (0.2) mamy wiec

[apr<ar[

gdzie oznaczamy C), : = 5o —£-. Zauwazmy, ze zalozenie o monotonicznosci f w powyzszej nie-

réwnosci mozna opusci¢ bez utraty ogdlnosci. Niech bowiem f : [0,1] — R bedzie nieujemna,
calkowalng funkcjg. Biorac f( ):=sup{t e R| [{f >t} > z} (czyli f to odwrotny ogon dys-
trybuanty funkcji f) mamy, ze f jest nieujemna i n1erosnadcel fuknqa, o tym samym rozktadzie
co f, tzn. |{f > t}| = |{f > t}|, wiec w szczegdlnosci fo fo f. Ale ponadto

Tf<Tf.

Istotnie, liczymy

/O:cf = // Ljo, (1] dsdt_/oooy{f>5}ﬂ[o’$”d5

< /0 {f > s} Az ds,
|7 = [THrzsnbaas= [T 0> sino.al = [ 1> sHaads

0

wiee Tf(x) = 3 J§ f < 3 Jg F=Tf(2).

Zatem nasza nieréwno$¢ zachodzi dla dowolnej nieujemnej funkcji f € Ly([0,1]), bo za-
chodzi dla f. Stosujac ja dla |f|, jesli f € L,([0,1]) juz jest dowolng funkcja, wykazali$my
tym samym nastepujacy wniosek

Whiosek 1.1. Niech p > 1. Dla dowolnej funkcji f € L,([0,1]) zachodzi nierdwnosé

[ap<cy [ i (11)

Stosujac dla tego samego martyngalu nieréwno$¢ maksymalna Dooba (0.1) dostajemy tez
w jednej chwili bardzo pozyteczna nieréwnosé

1
rrsel
LRI

dlat>01i f:[0,1] — [0, 00) nierosnacej, catkowalne;j.

Mozna sie jednak sprobowaé zastanowié¢ nad analitycznym dowodem tego faktu. Ustalmy
t > 0. Skoro T'f jest funkcja nierosnaca, to {T'f > t} jest przedziatem [0,r|, dla pewnego
r € [0, 1] albo zbiorem pustym, gdy t > supjo,q I’ f (wtedy oczywiscie w powyzszej nieréwnosci
mamy réwno$é). Przy czym z ciaglosci funkeji T'f na przedziale (0,1] (f jest calkowalna)
wynika, ze T'f(r) =t, gdy t > infjg 1) T'f =T f(1), czyli woéwczas

drsei=w=[r=[ 1

Jesli zas t < Tf(1), to {Tf >t} =[0,1] i mamy

TS > 1} =t < T(1) / /TM

Tym samym udowodnilidémy

Whiosek 1.2. Dla nierosngcej funkcji calkowalnej f: [0,1] — [0,00) oraz t > 0 zachodzi

1
{Tf >t <y /{ o (1.2)

Jesli ponadto t > T f(1), to zachodzi réwnosé.



Rozdziatl 2

Dowod optymalnosci stale] p£1

Opierajac si¢ na wniosku 1.1 bedziemy chcieli najpierw udowodni¢, ze

TN 2, (10,00))— L (10,00)) < Ch-

Ustalmy w tym celu M > 0 i wezmy nieujemna funkcje f € L,([0, M]). Korzystajac z (1.1) dla
funkcji (x — f(Mz)) € L,([0,1]) i wykonujac prosta zamiane zmiennych w calce dostajemy

/()M(Tf)pgcg/oM i3

Pozostal jeszcze jeden maly krok. Mianowicie ustalmy nieujemna funkcje f € L,([0,00)) i
wezmy fr, := fljg ) € Lp([0,n]). Mamy z ostatniej réwnosci, ze

/0 (T f)"Dpp < CP /0 .

Ale fp 7 fP (T fn)P N, /(Tf )P, wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznos$ci monotoniczne;
mamy

|apr<ap [T

Stosujac te nieréwnos¢ dla |f|, gdy f € L,([0,00)) jest dowolna oraz uwzgledniajac, ze oczy-
wiscie T'|f| > |T f| dostajemy natychmiast

Fakt 2.1. Niech p > 1. Dla dowolnej funkcji f € Ly([0,00]) zachodzi

/0 TP < Cr /0 1P, (2.1)

co oznacza, ze ||T 1, ([0,00)— Ly([0,00)) < Cp-

Zachodzi takze takie oszacowanie

Fakt 2.2. |||z, (0.00)—Ly(000) > 5210 P> 1.

Dowdd. Ustalmy a € (1,p) i wezmy f(x) := ﬁﬂ[l,oo] (z). Mamy

© dx 1
p: _— =
R R

9




czyli f € Ly([0,00)). Liczymy dalej

] 0 gdy0<z<1l _ 1 1 ., .,
(Tf)(x) = { %flx Sal/pds ody > 1 =1 a/px(x — 1)11[1,00)(33),

skad

1 > ] 1 > ] 1 p
p_ _ - S (pl=a/p _ 1Py — - o
HTpr (1 _ a/p)l’ /1 2P ('x 1) dzx (1 _ a/p>p /1 70 (1 xl—a/p) dz.

Zatem (korzystamy z nieréwnosci miedzy normami dla miary probabilistycznej o gestosci

—a

HTf” P . 1 00 o/p— ¢
< HfH;) - (1_a/p)p/1 (1 — 2P 1)pf°°:v—adx

1

1 /00(1 _ ma/p—l>idm ’
l—a/p /i Sz ’

V

1 i 1 a—1 1
T| > 1—(a—1 a/p=1-aq ) = (1 -
I 1—a/p ( (a >/1 * o 1—a/p a/p—1 xa—a/p

_ 1(1_ a—1 ): p 1—afp p
1—a/p a(l—1/p) p—aa(l—1/p) a1+ p—1

)

Wobec Faktu 2.2 mamy

Whniosek 2.1. Stata C), = pfl w nieréwnosci Dooba w L, (0.2) jest optymalna, tzn. nie

mozna jej zastgpic Zadng mmniejszq liczbg.

10



Rozdziat 3

Analogon nieré6wnosci Dooba w L

3.1. Postawowa nieré6wnos¢
Nietrudno zauwazyé, ze operator T nie Jest ogramczony w L1([0,1]) (wystarczy wzia¢ b €

(0,1) i zauwazyé, ze |[T(z — 7 )| = [y 2[5t = [, xllbx =L Fat =Ll —

27%||1). Nadladujac dow6d nieréwnosci Dooba w Ly (por. [Doo53]) pokazemy jednak, ze

Twierdzenie 3.1. Dia o > 0 istnieje stala C, > 0, Ze dla dowolnej funkcji caltkowalnej
f:10,1] — R zachodzi

1
[ < catos [ ) (31)

Dowdd. Jak juz widzieliSmy w rozdziale 2, mozemy bez utraty ogélnosci zaktadacd, ze f jest
nieujemna i nierosngca. Oczywiscie mozemy tez zatozyé, ze f ln"Hrl f jest catkowalna. Naj-
pierw rozwazmy przypadek o > 0. Skoro

(zln“z) =In®z+aln®tz, z>1,

to

1 1 00
/ TfnGTf = / (/ (In®t + aln®"1t) ]l{Tf(x)Qt}dt) dzx
0 0 1

= / (In®t +aln® P )|{Tf > t}|dt

(12)

< / ((m t+aln® 't / fla n{Tf(x)>t}dx> dt
% In%t 4+ aln® ¢

= / ( / ; H{Tf(x»t}dt) dw

/ ( g Tf (2 )+1nin(a;)) dx

—/ ]l{Tf <ea+1}dw+/ H{Tf(x)>ea+1}dx

1
< et ((M(oﬁ—l)aﬂ + (@ +1) ) /f 0T f () Uig p(p)s easryda

<~a - lOé-l-lT

11



gdzie Cp := 2e“T (o 4+ 1)2.

Jesli o = 0, to juz pierwsza réwnos¢ powyzej nie jest prawdziwa, ale ostatnie oszacowanie

jest prawdziwe, jednak na poczatku trzeba rachowaé troche inaczej. Otéz

1 1 1 1
/on = /OTf]l{Tf<1}+/0 Tfll{:rf>1}<1+/0 (Tf = Dlyrpsy
e (1.2) 11 1 1
~ 1
< co+/ 2fIn, Tf.
0

Zauwazmy jeszcze, ze zachodzi

Lemat 3.1. Dia 0 < a < b,a > 0 mamy

a—+1

a,ln‘j‘_'H b < a,ln‘j‘_'H a+ bIng b.

Dowod. Wystarczy rozwazy¢ kilka przypadkow.
1. a,b < 1; wtedy nier6wnos¢ jest oczywista

2. a <1 < b; wtedy wobec znanej nieréwnosci Inz < 2, x > 0 mamy

b 1
alnb<lnb< 2 <2ty
e e
co daje teze w tym przypadku
3. 1 < a < b; wtedy mamy wobec monotonicznoéci funkcji x — =%, x > 0, ze
a Inbd
e (an‘H b—In*Ht a) = a/ t*dt < a(Inb—1Ina)In®b
a—+1 Ina

= alnélno‘b < ab/—alno‘b = 1blno‘b.
a e e

Dzieki temu lematowi i poczatkowym rachunkom mozemy dalej szacowadé tak

[rsmgrs<cor [ (et s rpmgry).

skad

/Oleln?rTf<1_12/e( .\ +1/ f1 a+1> ( /flno‘+1f>,

przy czym

e - 2 e 2 26412
Cy = Cy V = 2¢H1 1)® vV ): 1)e.
@ e—2(a oz—i—l) e—2<e (a+1) a—+1 e—2(a+ )

12



Whiosek 3.1. Dia o > 0, M > 0 istnieje stata Copr > 0, Ze dla dowolnej funkcji catkowalnej
f:]0,M] — R zachodzi

M M
/ [T f| % T f| < Ca,m <1+/ fIngH! f>‘
0 0

Dowdd. Korzystajac z powyzszego twierdzenia dla funkcji  — f(Mz) i zamieniajac zmienne
w calce widaé, ze wystarczy wzia¢ Co pr = Co - (M V 1). O

Uwaga 3.1. Bardzo duzy rzad stalej C,, ktéry nam wyszedl w twierdzeniu 3.1 mozna
poprawié¢ na liniowy! Postuza nam do tego dwie proste obserwacje.

Fakt 3.1. Dla funkcji wypuklej ¢: [0,00] — [0,00] oraz funkcji calkowalnej f: [0,1] —
[0, 00] zachodzi w kazdym punkcie z [0, 1] nastepujace oszacowanie

e(Tf) <T(pof)
Dowdd. Jest to zwykla nier6wnosé Jensena. O

Fakt 3.2. Funkcja ¢o: [0,00) — [0,00) zdefiniowana wzorem ¢o(x) = x1ng x jest dla
a > 1 wypukia.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla > 1 mamy

o) = In®z4+aln®lz>0,
oh(x) = @ (lno‘*1 z+ (a—1)In*2 :z) > 0,
x
tzn. na przedziale (1,00) nasza funkcja jest $ciéle rosnaca i wypukla. Poniewaz ¢q (1) = 0,
jest ona wypukta. O

Niech a > 1. Mamy z powyzszych obserwacji oraz twierdzenia 3.1 dla o = 0 takie nie-
rownosci
1 1 1
[ rrmsrs = [eamn< [ Teao s
1
< (14 [ (oo Nlnclpacs)).
Dalej, pozostaje naturalnie oszacowaé punktowo wyrazenie podcatkowe jak nastepuje

s (@a o f) < (a+1)Iny f.
Istotnie, jesli ¢, 0 f < 1, to lewa strona jest réwna 0; jesli p, 0 f > 1, to takze f > 1 i mamy
In(pgof)=Inf4+nln*f=Inf+alnlnf<(a+1)Inf.

Zatem

/Olelnin < Co(1+a) <1+/01f1n1+1 f>.

13



3.2. Czy mozna poprawié In®"'?

Jest jeszcze jedno naturalne pytanie: czy rzad logarytmu prawej strony nieréwnosci 3.1 mozna
obnizy¢? Dokladniej, czy dla kazego (lub stabiej, pewnego) a > 0 istnieje stala C' < oo oraz
liczba ¢ € (0,1), ze dla dowolnej funkcji catkowalnej f: [0,1] — [0, 00) zachodzi

/Olelnj“_Tf<C(1+/olflni+5f) ? (3.2)

Aby rozstrzygnac ten problem wystarczy oczywiscie wskaza¢ odpowiedni przyktad funkcji.
Zauwazajac jednak, ze nieréwnosé (3.1) daje sie w pewnym sensie odwrécié (co jest tez ciekawe
samo w sobie), mozemy zredukowaé problem, jak sie zaraz okaze, do dowodu intuicyjnie
oczywistego faktu.

Wprowadzmy nastepujaca klase funkcji dla oo > 0

Ag = {f [0,1] — [0,00) | /Olflnif@o}.
Ponizszy fakt pokazuje po co to robimy.
Fakt 3.3. Niech a > 0. Dla funkcji nierosnacej f : [0,1] — [0, 00) mamy
feAp1 <= TfeA,.

Dowdd. Implikacja ”==>" jest trescig twierdzenia 3.1.
Dla dowodu implikacji przeciwnej ustalmy najpierw a > 0. Wobec poczatkowych rachun-
kéw z dowodu twierdzenia 3.1 mamy

1 (o]
fyrrmers = [ (v ) TS > o
> / (0t + @) {Tf > }[ysp)ydt
1
wniosek 1. & « o— 1 !
ek 1.2 /1 ("t +aln 1t);/0 F @)Lz s@)>n Ly de dt
- / f(x) (lno‘+1t+lnat> de,
0 a+1 VT f(1)
skad
1

1 apl , FAKELL(D) 1 1 et .
a+1/0fln+ foo< /Of<a+1ln+ Tf—|—1n+Tf)

1
< / TfIne Tf
0

N /0f< LV TI() + S 0V TA)).

a+1

zatem f € A,y1, bo latwo widzieé, ze zalozenie T'f € A, pociaga catkowalnosé funkcji f
(mamy fol f< fol Tf < e—i—fol Tflrsey < e+f01 TfIng Tf). Niech teraz a = 0, czyli f jest
taka, ze funkcja T'f jest catkowalna. Szacujemy analogicznie jak wyzej

1 o) e
Lrr = [THrrsgiaes [TRE S Oyt
wniosek 1.2 [ 1 1
= /1 P /0 F@ N @)z sy do dt
1
Tf(z
_ /0 f(@) e[, de,

14



czyli

1 Fakt 1.1 (1) 1
/fln+f < /fhqu
0 0
1 1
< /OTf+/0 FIn(1 v TF(1)),

wiec f € A;. O

Ustalmy « > 0, 6 € (0,1). Jesli znajdziemy nierosnaca funkcje f € Ayys5\ Aat1, to wobec
powyzszego bedzie fo TfinG Tf = oo, ale fo flno‘Jrl f < o0, co daje odpowiedz negatywna na
postawione na poczatku pytanie. Pozostaje udowodni¢ zapowiadany, intuicyjnie jasny fakt.

Fakt 3.4. Jesli 0 < a < 3, to Ag C A,
Whniosek 3.2. Dia o > 0, 6 € (0,1) istnieje nierosngca funkcja f € Agts \ Aati-

Dowdd. Wystarczy wziaé jakakolwiek funkcje g ze zbioru A,y5\ Aay1 1 za szukane f przyjaé
g — odwrotny ogon dystrybuanty funkcji g (tak jak robiliSmy na poczatku rozdzialu 2).
Wtedy f jest niemalejaca i ma ten sam rozktad co g, czyli f € Aqis \ Aat1- ]

Dowdd faktu 3.4. Najpierw dowodzimy, ze zachodzi inkluzja. Niech f € Ag. Mamy

1 1 1
frwss = [ g+ [ 08 g
1 1
< e+/ flnﬁfn{f>e}<e+/ FIn f < o,
0 0

Teraz pokazemy, ze inkluzja jest wlasciwa. Niech f(z) 1= 1, (m), gdzie a € R
(p6Zniej dobierzemy) oraz definiujemy funkcje 1, = (cpa][l,oo)) : [0,00) — [0, 0), gdzie
funkcja o, zostata zdefiniowana w Fakcie 3.2 (w Fakcie 3.2 widzieliSmy, Ze ¢ (1,00 jest funkcja
Scisle rosnaca, wiec odwracalna). Wtedy (caltkujemy podstawiajac s =1 — Inx)

/Olflnif = /Olﬂpaof:/olx(lfilx)a
= /1 < <o

o ile @ > 1. Przyjmujemy wiec, ze a > 1. Chcemy jeszcze aby fol fln’i f = oo. Wykonujac
znowu podstawienie s = 1 — In z mamy

/Olflnﬁf = /(@aof)lnﬁ “f= /llnx) Ba¢a<m)dx

o) es™ 1
- / S P, ds.
1 s¢ s@

Pokazemy teraz, ze

S§— 00

Oznacza to, ze wyrazenie podcalkowe jest tego rzedu przy s — oo, co si;a, wiec calka, ktora
nas interesuje bedzie skoficzona, jesli tylko a — (8 — «) < 1, czyli biorac a € (1,1 + (8 — «))

15



mamy teze. Granice te zas$ uzasadnia regula de I'Hospitala i obserwacja, ze (pomijamy juz

rachunki)
1\ 1-—
Mo (] =

1
Inga (€5 )

IS
[S—y

§—00

/N

O]

Uwaga 3.2. Mozna uzasadni¢ negatywng odpowiedZ na tytulowe pytanie bezposrednio.
Otéz, ustalmy o > 0, 6 € (0,1). Dla kazdego C > 0 znajdziemy po prostu funkcje f, ze
nieréwnos¢ (3.2) nie zachodzi.

Ustalmy zatem C > 0 i rozwazmy f(x) := x—lb, x € (0,1). Dobierzemy odpowiednie
b e (0,1). Mamy (dwa razy catkujemy przed podstawienie, ktadac y = In(1/z), z = (1 —b)y)

1 1 1 00
« _ 1 a e a, —(1-b)y
/0 fIng f /0 mbl (xb>dx b /0 y%e dy

S b

Dalej liczymy T'f i catke z T'f

1 (ldx 1 1
Ti@) = 7/ ﬁ_l—bxb’

1 1\¢
TfnSTf = In— ) d
[rrmgrs = 5 [ 5 (et w ) @

1 bo
> —lo‘ — =— T 1).
1—b/ (xb) do =g parletl)

Zatem
Jorf 1n?;£({ N e la+1)
L+ fy fIn™ f 1+W (a+d+1)
1 T (o + 1)

- (1—b)1 0 (1—b)oTo+l 4 po oD (a +0 + 1) bo1- o0,

[ Trmg TS

. . o bliskie 1 .
wiec biorac b dostatecznie bliskie 1 otrzymamy, ze T et f()l e 7

> C, czyli nieréwnos¢ prze-

ciwna do (3.2).
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