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Rys. 1. Twierdzenie Lagrange’a.
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Rys. 2. Parabola a twierdzenie Lagrange’a
(por. tw. 3).

a\/E b

Rys. 3. Hiperbola a twierdzenie
Lagrange’a (por. tw. 4).

Niezwyktla hiperbola, twierdzenia
o wartosci Sredniej i ro6wnania funkcyjne

Tomasz TKOCZ, Warszawa

Streszczenie

Celem artykutu jest zaprezentowanie jak twierdzenia o wartodci sredniej
moga prowadzi¢ do réwnan funkcyjnych. Jako zastosowanie takiego podejscia
pokazano kilka, jak sie wydaje mato znanych, wtasnosci hiperboli.

O co chodzi w twierdzeniach o wartosci $redniej? O to, ze istnieje pewien punkt
$redni. Najstawniejsze jest twierdzenie Lagrange’a.

Twierdzenie 1 (Lagrange). Jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciggla
i rézniczkowalna na (a,b), to istnieje punkt $redni & € (a,b) dla ktdrego

010 _ g

Interpretujac geometrycznie, istnieje punkt w ktorym styczna jest réwnolegta
do siecznej. Interpretacja fizyczna moze za$ by¢ np. taka, ze jadac Kawasaki
po pustyni, dla dowolnego przedziatu czasu [t1,ts] istnieje chwila ¢y € [t1, t2],
w ktorej predkos¢ Kawasaki jest rowna jego predkosci Sredniej po calym
przedziale czasu [t1,ts].

Stad juz krok do réwnan funkcyjnych, bo mozna zapytaé: dla jakich funkcji
bedzie tak, ze punkt Sredni & jest zawsze Sredniq arytmetyczng koncow przedziatu,
czyli $rodkiem przedzialu (a,b) ? Mozna tez oczywiscie pytaé¢ o inne $rednie,

i trzeba. Solidna literaturg na ten temat jest monografia [SR] i praca [Ku] prof.
Marka Kuczmy, tworcy polskiej szkoty réwnan funkcyjnych.

WeZmy np. parabole zadana jako wykres funkcji f : R — R okreslonej wzorem
f(x) = 2%. Dla ustalonych liczb a # b (kohcéw przedziatu) mamy

FO)-f@) B fath
b—a  b—a —a—l—b—f( 2 )

Zatem dla paraboli punkt éredni z tezy twierdzenia Lagrange’a okazuje si¢ by¢
srednia arytmetyczna koncéw przedziatu. Sprobujmy analogicznie przebadaé
co sie dzieje dla hiperboli. Wezmy wiec, powiedzmy, funkcje f : (0,00) — R,
f(z) = 1/z i zauwazmy, ze teraz

O —flo) _No=1fa_ L _ ()
b—a b—a ab

Okazuje sie tym samym, ze dla hiperboli role punktu $redniego gra Srednia
geometryczna. Skoro tak dobrze nam idzie, moze uda nam sie znalezé
nietrywialna krzywa (dla funkeji liniowej oczywiscie kazdy punkt £ € (a,b)

w tezie twierdzenia Lagrange’a jest dobry) dla ktérej srednia harmoniczna
wzigta z konicow przedziatu bedzie punktem srednim? Testujac jeszcze kilka
innych elementarnych funkcji, ktére od razu przychodza do glowy i widzac, ze
nie wychodzi, mozemy zaczaé sie ba¢. Trzeba jednak zachowaé spokdj i najpierw
postawi¢ dobrze problem. Chodzi przeciez o to, aby znalezé wszystkie funkcje

f, powiedzmy z (0,00) w R, rézniczkowalne, o tej wlasnosci, ze dla dowolnych
roznych liczb dodatnich a,b ma miejsce réwnosé

f(bz);:i(a) =r (l/ail/b> ‘

W ten sposéb dostaliSmy do rozwiagzania réwnanie funkcyjno—rézniczkowe.
Odwazny krok, polegajacy na uogdélnieniu tego rownania w ten sposéb, ze
zamiast pochodnej wprowadzimy do gry nowa niewiadoma funkcje h, pozwala
w zadziwiajacy sposéb je rozwiaza¢. Pora udowodnié odpowiednie twierdzenie.




Interesujace, prawda? Dla sredniej Twierdzenie 2. Funkcje f,h: (0,00) — R spelniajg
harmonicznej nie ma nietrywialnej

krzywej! f(a) - f(b) _ 2
a—1> h<1/a+1/b

), a,b>0,a#b,

wtedy i tylko wtedy, gdy
fx)=azx+ B, hx)=a
dla pewnych stalych a, B € R.
Dowdd. Oczywiscie latwo sprawdzié, ze funkcje f(z) = azx + 3, h(z) = «
spetniajg podane réwnanie. Dowodzimy wiec w druga strone, czyli zalézmy, ze

dla funkcji f, h nasze rownanie funkcyjne jest spelnione. Rownowaznie, juz dla
wszystkich a,b > 0, mamy

@)= 10 = (= (172 )

Jest jasne, ze bez utraty ogdlnosci mozemy zakladaé, ze f(1) = 0. Wstawiajac
b =1 dostajemy

fwr:w—lm(lgim), >0,

Tak wyliczone f wstawiamy do wyjéciowego réwnania otrzymujac juz tylko
rownanie funkcyjne z jedng niewiadoma — funkcja h

(a—Dh (1+21/a) —(b—1Dh (1+21/b> — (a—b)h (M) .

Zamienmy zmienne x = %, Yy = % i wprowadzmy funkcje H : (0,00) — R zadana
wzorem
2
H(m)zh(), x> 0.
x
Wowczas
1—=x 1- 1 1
H(1+x)—yH(l+y)=<—>H(w+y), z,y > 0.
x Y Ty

Znowu latwo widaé, ze bez utraty ogélnosci mozemy zalozyé, ze H(1) = 0.
Wstawiamy y = 1 — z dostajac

1—2z

- Hﬂ+xL:T§EH@fx% dla z € (0,1).

Wykorzystujac to przy zamianie y na 1 — y w ostatnim réwnaniu otrzymujemy

11 _ - Y (e
(xl_y>H@+1w —H(l+2) yH@ y)

1 1
(—)H(x+y), x>0,y €(0,1).
z Yy

Stad, dlax >0,0<y<1,x+y+#11ix#y mamy

H(x+vy) _ Hz+1-y) Ty
1—(z+y) 1—(z+1-y)z(1l-y)

Zamieniamy oczywiscie zmienne

_utv-—1
U=x+y T = P
==
v=x+1-—y _u—v+l1
YT
i definiujemy funkcje pomocnicza G(u) = 11157;), dla u > 0, u # 1, otrzymujac



W razie klopotéw mozna zajrzeé np. do
[Acz] lub [Tko].

l1+u—vw

G(u) = G(”)m,

(1)
dla u,v >0, u,v # 1, u+v>1,v—1<u<1+wv, comozna zgrabniej napisaé
tak

wv>0 wov#l, jv-1<u<ov+l1l
Pokazemy teraz, ze funkcja G musi by¢ stale réwna 0. W tym celu ustalmy
liczbe naturalna n > 2 i wstawmy do (1) v = n. Dostaniemy

1—n+4+u

Gu) = G(”)m,

n—1l<u<n+l1

Mamy wigc obliczone G na przedziale (n — 1,n + 1). Nie znamy jeszcze tylko
wartosci stalej G(n). Latwo ja jednak obliczyé uzywajac (1) i dopiero co
otrzymanego wzoru. Wstawiajac u = n — %7 v=n-+ %, mamy
1 —

1+

l—-n+n-—
l1+n—n+

G(n) <; - 121) ~0,

skad G(n) = 0. Zatem G =0 na (n — 1,n 4+ 1). Wracamy i mamy tez, ze H =0
na przedziale (n — 1,n + 1). Z réwnania na f

fla)=(a—1)H (1 + i)

l-n+n+
14+n—n—

G(n) = G(n)
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czyli

mamy zatem, ze f(a) = 0 dla a takich, ze 1 + % € (n—1,n+1), czyli dla

a € (%, ﬁ) Z dowolnosci n > 2 mamy, ze f =0na [, %, ﬁ = (0, 00).
Tym samym wywnioskowaliSémy wreszcie, ze f = 0, co od razu daje, ze h = 0.
Ale zakladaliSmy po drodze, ze H(1) = 0 oraz f(1) = 0. Ogélnie, dostaniemy
hiz) =h(1) =1 ai f(z) = f(1) + (z — 1)a = ax + 3, gdzie B := f(1) — a.

W duchu tych rozwazan zapytajmy na ile parabola i hiperbola sa wyjatkowe.
Okazuje sie, ze z punktu widzenia odpowiednio $redniej arytmetycznej

i geometrycznej jako punktu $redniego z tezy twierdzenia Lagrange’a te krzywe
s3 jedyne w swoim rodzaju.

Twierdzenie 3. Funkcje f,h: R — R spelniajg

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f(z) = aa® + B+, h(z)=2az+ 0,
dla pewnych stalych a, 3,7 € R.

Twierdzenie 4. Funkcje f,h: (0,00) — R spelniajg

w:h(\/@), a,b>0,a #b,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
@
f@)=—+pBx+y, h@)=-—5+5,
x x
dla pewnych statych a, B, € R.

Dowody tych twierdzen sa niemalze identyczne. Czytelnik jest zaproszony

do samodzielnego wymy$lenia ich (mozna prébowaé nasladowaé¢ dowdd
twierdzenia 2; wszystko powinno wyj$¢ prosciej i szybciej, bo przypadek $redniej
harmonicznej okazuje si¢ by¢ najbardziej paskudny).



Sprébujmy sredniej harmonicznej poszukaé jednak gdzie indziej. W 1946 roku
(patrz [Po]) Pompeiu znalazl inne twierdzenie o wartosci $redniej.

Twierdzenie 5 (Pompeiu) . Niech [a, b] bedzie przedzialem niezawierajgcym
zera. Jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla i rézniczkowalna na przedziale (a,b),
to istnieje punkt sredni £ € (a,b) dla ktérego

R SO _ re)—epe)

Geometrycznie chodzi o to, ze istnieje punkt £ w ktorym jesli sie¢ wystawi
styczna do wykresu funkcji f, to przetnie ona 0§ Oy w tym samym punkcie co
sieczna przechodzaca przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)). Istotnie, réwnanie takiej
Ma ¢ b siecznej to

f(0) = f(a)

e OF

Rys. 4. Twierdzenie Pompeiu. Yy = (.T — a)

Przecina ona o§ Oy w punkcie o rzednej

JO) = f@) o af() = bf(a)
Ty =T

Roéwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie (¢, f(¢)) ma postaé
y=(@—Of(c) + (e,

wiec ta styczna przecina o§ Oy w punkcie o rzednej f(c) — cf’(c). Zgadza sig!

Dowéd tego twierdzenia nie jest trudny. Wystarczy zauwazy¢é, ze przeciez

af(b) =bf(a) _ f(0)/b= fla)/a _ F(v) = F(u)

a—b -~ 1/b—1/a  v—u
gdzie zamieniamy zmienne w argumencie wedlug wzoru z — % i wprowadzamy
pomocniczay funkcje F(z) = zf (). latwo zobaczy¢, ze wystarczy juz tylko
zastosowacé twierdzenie Lagrange’a do funkcji F' i przedziatu o koncach u,v.

Policzmy lewa strone np. dla naszej ulubionej hiperboli f(z) = 1/x. Mamy
af(b) —bf(a) _a/b—bj/a 1 n 1

a—b a—b a b

Dzieje si¢ cud, bowiem prawa strona dla $redniej harmonicznej £ = ﬁ
wynosi tyle samo. Co wiecej, z twierdzenia 3 i przedstawionej techniki dowodu
Rys. 5. Hiperbola a twierdzenie Pompeiu  twierdzenia Pompeiu od razu dostajemy wniosek, ze hiperbola jest jedyna
(por. tw. 6). funkcja o tej wlasnodci.

Twierdzenie 6. Funkcje f,h: (0,00) — R spelniajg
af(b) —bf(a) 2
=h b b
a—"b 1/a+1/b)’ a0>0,a#b,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

f@) =2 +Ba+7y, h) = fla) - af (@)
dla pewnych stalych a, 3,7 € R.

Niezwykla wlasno$¢ hiperboli o ktérg chodzi w tytule jest wiec taka, ze jest
to jedyna krzywa dla ktorej punkt éredni Lagrange’a jest zawsze $rednia
geometryczna, a punkt éredni Pompeiu — $rednig harmoniczna koncéw
przedzialu. Warto poogladaé to sobie na rysunku 6. Jako produkt uboczny,
widzimy tez na obrazku dobrze znana nieréwnos$¢ miedzy tymi srednimi.

Cala te zabawe mozna kontynuowa¢ na co najmniej dwa sposoby. Po pierwsze,
“H G b mozna sie zapytaé gdzie jest $rednia kwadratowa? Po drugie, sa przeciez jeszcze
inne twierdzenia o wartosci $redniej (np. twierdzenie Fletta, patrz [F1]). Ale to
juz sg tematy na inna opowies¢. . .

Rys. 6. Niezwykla wlasnos$¢ hiperboli.
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