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Streszczenie
W pracy rozwazamy przypadek zespolony tzw. S-nierdwnosci. Podaje ona oszacowanie na
miare Gaussa jednoktadnych obrazéw zbioréw wypuktych i rotacyjnie symetrycznych w C”.
Postawiono hipoteze, ze sposréd wszystkich takich zbior6éw miara cylindréw (tzn. zbioréw
{z € C" | |z1| < p}) maleje najszybciej przy jednokladnosciach o skali mniejszej od 1.
Gléwnym wynikiem pracy jest udowodnienie prawdziwosci hipotezy, ale przy dodatkowym
zalozeniu, ze miara Gaussa rozwazanych zbiorow jest nie wicksza od pewnej stalej ¢ > 0.64.
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Wprowadzenie

Przez dylatacje na przestrzeni R™ lub C" o skali ¢ > 0 rozumiemy jednoktadnos¢ o srodku
w 0 i skali ¢t. Dla zbioréw A, B zawartych w R™ lub C" postugiwaé sie bedziemy czesto notacja
M ={Xa|a€ A} oraz A+ B={a+b|a€ Abe B} Zatem obrazem zbioru A przy
dylatacji o skali t jest zbiér tA. Wezmy borelowski zbior A C R™. Jak zmienia sie miara
Lebesgue’a jego dylatacji? To bardzo tatwe

ItA] = t"|Al.

A jak zmienia si¢ miara Gaussa 7, (chodzi nam o standardowa miare Gaussa na R", czyli

o miare z gestoscig \ﬁln e~ 12?2 odzie przez |z| = /2% + ...+ 22 oznaczamy standardowa

2m
norme euklidesowa wektora = = (x1,...,2z,) € R™)? Innymi stowy, co mozna powiedzieé¢ o

funkcji
fa(t) =y (tA), — t>07

Hipoteza 1 (Shepp, 1969). Niech A C R™ bedzie zbiorem wypuklym i symetrycznym wzgle-
dem 0 (tzn. A = —A), za§ P = {x € R" | |x1| < p} niech bedzie pasem o szerokosci 2p tak
dobranej, aby v,(A) = y,(P). Wtedy

fr(t), dla

> t .
fa(t) < fp(t),  dla0 (S)

> 1,
<t<l.

Historia tego problemu jest dosy¢ dluga, bo zostal rozwiazany dopiero w 1999 roku. W
skrocie mozna jg tak przedstawic

e 1969 — Shepp, postawienie problemu w nieopublikowanym manuskrypcie,

e 1974 — Sudakov, Zalgaller, [SudZal], rozwiazanie dla n = 3 nie tylko dla miary -3, ale
dla dowolnej miary log-wklestej, rotacyjnie niezmienniczej,

e 1991 — Szarek, [Sza|, postawienie problemu w publikacji i odtad problem znany jako
S-conjecture,

e 1993 — Kwapien, Sawa, [KwaSaw], rozwiazanie dla zbior6w 1-symetrycznych, tzn. sy-
metrycznych wzgledem wszystkich hiperplaszezyzn {z; = 0},

e 1999 — Latala, Oleszkiewicz, [LatOle], rozwiazanie problemu.

Wydaje sie, ze sprawa S-conjecture jest tym samym zamknieta, ale mozna by te liste
wydluzy¢ stawiajac nowe pytania. Na przyktad, jakie zbiory sa optymalne w klasie zbioréw
symetrycznych (rezygnujemy z wypuklosci)? A jakie w klasie zbioréw wypuklych? Mozna tez
zrobi¢ wycieczke w $wiat zespolony i wlasnie tego dotyczy ta praca, ktora jest rozszerzona
wersja artykutu [Tko.



Podziekowania. Autor pragnie podziekowaé opiekunowi pracy profesorowi Rafatowi La-
tale za wprowadzenie w problemy zwiazane z miarg Gaussa jak réwniez za cenne uwagi,
w szczegblnosci za pokazanie kontrprzyktadu, ktoéry jest trescia Uwagi 3.



Rozdzial 1

Sformulowanie problemu
i gléwnego wyniku

Niech v, bedzie standardows miarg Gaussa na przestrzeni C", tzn.

n

1
B) = — 2 2 .
Vn( ) (271')” /j(B) €xp ( k;l(xk + yk)) dxldyl dxndyna

dla zbioru borelowskiego B C C", gdzie funkcja j: C* — R?" oznacza standardowy izomor-
fizm zadany wzorem j((x1+iy1, ..., Tn+iyn)) = (T1,Y1,- - ., Tn, Yn). Oznaczmy dla dowolnych
wektoréw z = (21,...,2p), w = (wi,...,wy) € C" przez W, 2) = Y j_; w2 ich iloczyn skalar-
ny na przestrzeni C". Norme zadana przez ten iloczyn skalarny oznaczamy jako ||z|| = v/ (z, 2).
Podobnie jak w przypadku rzeczywistym, dla mierzalnego zbioru A C C" definiujemy funkcje

va(t) = vp(tA), t>0.
Hipoteza 2. Niech A C C™ bedzie zbiorem, ktory jest

e wypukly (w zwyklym rzeczywistym sensie, co oznacza, ze dla kazdego t € [0, 1] jest
tA+(1—-t)AC A),

e rotacyjnie symetryczny, tzn. dla kazdej liczby zespolonej A € C o module 1 jest
A = A.

Niech P = {z € C" | |{z,v)| < p} bedzie cylindrem takim, ze v,,(A) = v, (P), gdzie v € C"
jest wektorem jednostkowym, a p > 0 jest promieniem cylindra P. Wtedy

va(t) > vp(t), dlat>1,
va(t) < vp(t), dla0 <t <1

(T)
Jest to zespolony odpowiednik hipotezy Sheppa. Nasladujac metode z pracy [LatOle]
czedciowo rozstrzygnieto hipoteze. Gtéwne twierdzenie jest nastepujace

Twierdzenie 1. Istnieje stata uniwersalna ¢ > 0.64 taka, zZe dla dowolnego zbioru wypuktego
i rotacyjnie symetrycznego A C C" o mierze v,(A) < ¢ i cylindra P = {z € C" | |z1] < p}
spelniajgcego vp(A) = vp(P) mamy

vn(tA) < vp(tP), dla 0 <t <1 (%)






Rozdziatl 2

Dowdd gléwnego twierdzenia

W tym rozdziale przedstawimy dow6d Twierdzenia 1. Idea dowodu polega na redukcji przy-
padku dowolnego ciata wypuklego w C" do ciala wypuklego w R? szczegdlnej postaci, dla
ktérego bedziemy mogli wszystko policzy¢.

Na poczatku wprowadzmy jeszcze troche oznaczen. Przez -, oznaczamy standardowa
miare Gaussa na przestrzeni R", natomiast

Y (A) = limy, o1 (3 (A") = 7a(A)) /R

oznacza gaussowska miare brzegu zbioru A C R", gdzie
Al = {z e R" | dist(z, A) < h}

jest h-otoczka zbioru A. Analogicznie definiujemy v, (A). Kule otwarta o $rodku w punkcie p
i promieniu r oznaczamy przez B(p,r) (z kontekstu zawsze bedzie wynikalo czy chodzi nam o
kule w C" wzgledem normy || - ||, czy w R"™ wzgledem normy |- |). Ponadto, bedziemy uzywaé
funkcji

B(x) = 1 ((~00,x)) = j% [ e,

Przypomnijmy tez dwie wazne nieréwnoéci dotyczace miary Gaussa, z ktérych pdzniej
bedziemy korzystac.

7 klasycznej nieréwnosci izoperymetrycznej dla miary Lebesgue’a w R™ wiemy, ze miara
przyrasta najwolniej dla kul, tzn. dla zbioru borelowskiego A C R™, jesli dobierzemy r tak,
aby |A| = |B(0,r)|, to |A¢] > |B(0,r + t)|, dla h > 0. Na poczatku lat 70 ubieglego wieku
Borell, [Borl], i niezaleznie Sudakov i Tsierl’son, [SudTsi] udowodnili, ze dla miary Gaussa
optymalne sa pélprzestrzenie.

Twierdzenie 2. Niech A C R™ bedzie zbiorem borelowskim, za§ H = (—oo,a] x R*™1 pél-
przestrzeniq afiniczng takqg, zZe v,(A) = v (H) = ®(a). Wtedy

(A = Y (Hy) = ®(a + 1), dlat > 0. (Isop)
Dla miary Gaussa znana jest tez nieréwnosé typu Brunna-Minkowskiego silniejsza od log-

wklestoéci tej miary, tzn. od nieréwnosci 7, (AA + (1 — A)B) > v, (A)*y,(B)'~*. Chodzi o
nieréwnos¢ Ehrharda.



Twierdzenie 3. Niech A, B C R" bedg zbiorami borelowskimi. Wowczas dla X € [0,1]
O~ (1 (AA+ (1= N)B) ) > A7 (3 (4)) + (1= N7 (3(B)) (Ehr)

Pierwszy dowdd tej nieréwnosci zostal podany przez Ehrharda, [Ehr], w przypadku gdy
oba zbiory sa wypukle, ale Borell udowodnil, ze zalozenie wypuklosci mozna opuscié, [Bor2].

2.1. Redukcja wymiaru

Bedziemy teraz nasladowaé metode uzyta w pracy [LatOle] azeby zredukowaé¢ wymiar naszego
problemu. Dokonamy tego w trzech krokach — kolejnych faktach. Dla wygody czytelnika
szczegdlowo przepisano dowody z [LatOle] na nasz zespolony przypadek.

Fakt 1 (wystarczy pochodna w ¢ = 1). Dla zbioru A C C" dobieramy cylinder P tak,
aby vp(A) = vp(P). Wowczas nieréwnosé (x) zachodzi dla wszystkich zbioréw wypuklych i
rotacyjnie niezmienniczych A C C™ takich, ze vy, (A) < ¢ wtedy i tylko wtedy gdy dla nich
zachodzi nieréwnosé

V(1) = vp(1).

Dowdd. ,—" To jest bardzo latwe, bo wobec wyboru cylindra P jest v4(1) = vp(1), wiec z
nieréwnosci (x)
va(l—h)—va(l) S vp(1 —h)—vp(1)

(1 > (1).
val )h:Jr —h —h =0 vp(l)

»,<=" Okreslamy funkcje h: (0, +00) — (0, 4+00) poprzez warunek
va(t) = vp(h(t))

Naszym celem jest wykazaé, ze dla ¢ < 1 jest h(t) < t. Zauwazmy, ze v4(t) = vp(h(t))
jest réwnowazne réwnosci v4(1) = vy p(1), a ona, zakladamy, ze implikuje nieréwnos¢ dla
pochodnych

via(1) = v p(1).

Ale vj,(1) = &1 wvals) = & wva(ts) = t/(t) i tak samo I/;L(t)P(l) = h(t)vp(h(t)).
s=1 s=1

Rézniczkujac zas$ va(t) = vp(h(t)) dostajemy, ze v/4(t) = h'(t)vp(h(t)) i zbierajac to razem

widzimy, ze nieréwnos$¢ () implikuje dla ¢ < 1

th'(t) > h(t),

wiec

r(t)\'

<(t>> >0, dla0<t<1.
Oznacza to, ze funkcja @ jest niemalejaca, a to konczy dowdd, bowiem dla ¢ < 1 mamy
o 0 Ly .

Fakt 2 (wypuklosé). Niech w = sup{r > 0 | B(0,r) C A} bedzie promieniem zbioru
wypuklego rotacyjnie symetrycznego A C C". Wtedy



Dowdd. Bez utraty ogdlnosci mozna zaktadaé, ze 0 < w < oo, bo jesli A jest zawarty w pewnej
n — 1 wymiarowe]j podprzestrzeni, to jest miary 0 i teza jest jasna. W przeciwnym przypadku,
zawiera nietrywialna kule (z wypuklosci i symetrii), wiec w > 0, za$ gdyby w = oo, to A = C"
i wtedy tez teza jest oczywista.

Mamy B(0,w) C A, wiec z wypuklosci, dla z € A, zachodzi

tz + (1 — £)B(0,w) C A,

1 1
:U+B(O, <—1)w) C -A,
t t
czyli przyjmujac oznaczenie 1/t = 1 + h, z dowolnosci x, mamy

A+ B(0,hw) C (1+ h)A.

wiec

Stad szacujemy tak

va(l+h) —va(h) vn((14+h)A) — v, (A)

vall) = hlg&r h - hlg&r wh
n A B ) — Yn A
= wliimh—ﬂ)-‘r - ( s (Ohi:w)) - ( ) = wy;bf— (A)

Uwaga 1. Dla cylindra P mamy réwnos¢
vp(1) = puyt (P).

Przypomnijmy, ze na mocy Faktu 1 naszym celem jest udowodnié, ze v/4(1) > vp(1). Wy-
starczy zatem udowodnié
wyyy (A) > pyt (P).

Rotacyjna symetria zbioru A implikuje, ze A jest zawarty w pewnym cylindrze o promieniu
w. Istotnie, z definicji liczby w istnieje punkt, powiedzmy a, z domkniecia zbioru A taki, ze
lla]| = w. Uzywajac wypuklosci A wnioskujemy, ze istnieje hiperplaszczyzna podpierajaca
{2 € C" | Relz,a) = ||a|*}. Z rotacyjnej symetrii mamy A C {z € C" | |, 0| < |la|?}.
Dzigki niezmienniczo$ci miary Gaussa wzgledem przeksztatcen unitarnych mozemy bez utraty
ogélnosci zakladaé, ze a = ||alje;. Wowcezas

AcC{zeC"| |xn| <w}.

Gdy zbior A jest w takiej pozycji mozemy zastosowaé¢ symetryzacje Ehrharda, [Ehr], tzn.
dla punktu z = x + 7y o module mniejszym niz w zastepujemy ciecie

A, ={(22,...,2n) eCcr! | (z,22,...,2n) € A},

pélprosta rzeczywista (—oo, f(|z])) o tej samej mierze gaussowskiej co A,. W ten sposéb
otrzymujemy zbiér w R?

A° = {(x,y,t) eR? | téf(\/xQ—i—yQ) ,\/x2+y2 <w},
gdzie f: [0,w] — RU {—o0},

f (W) =07 (1,1 (42)).

Funkcja f jest dobrze zdefiniowana (wobec rotacyjnej symetrii zbioru A).
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Fakt 3 (kluczowe wlasnosci symetryzacji Ehrharda). Symetryzacja Ehrharda ma nastepujace
wlasnosci

(i) zachowuje miare vy (A) = v3(A°),
(ii) zachowuge cylindry, tzn. dla zbioru P = {z € C" | |z1| < p} jego symetryzacja P€ tez
jest cylindrem {z € R? | |z| < p} x R o tym samym promieniu co cylinder P oraz
2 ~
v (P) =pe /2 =~f(P),
(iii) nie powicksza brzegu, tzn. v;F(A) > ~v5 (A°),
(iv) funkcja f opisujgca zbior A jest wklesta.
Dowdd. (i), (ii) Oczywiste.

(i7i) Wobec (i) wystarczy udowodnié, ze v,(A+ B(0,¢)) > 73(A°+ B(0,¢€)), bo wtedy juz
bedziemy mieé, ze

(A BO0.9) “nal4) 547 F B(0,6) —5s(4)

i (4) = lim ; ; =2 (4.

Nieré6wnosé¢ v, (A + B(0,€)) > v3(A° + B(0,€)) jest z kolei implikowana przez twierdzenie
Fubiniego, gdy dla kazdego wektora z € R? o dlugoéci mniejszej od w + € bedzie

Va1 (A+ B(0,6)).) > 71 ((A° + B(0,€)).).

Udowodnimy teraz te nieréwno$é. Ustalmy t € (A° + B(0,¢€)),, tzn. (z,t) € A° + B(0,¢).
Istnieja wtedy takie 2’ i ¢/, ze (2/,t') € A1 |z — 2| 2 + |t — /| 2 < €2. Wobec
~—— ~——

€2 €t
(A+ B(0,¢)), D A, + B(0,¢),
jest

Un—1 ((A + B(va))z) P Vn—1 (Az’ + B(07 6t)) ( = ) Vn—l(H + B<076t))7
Isop

gdzie H to pOlprzestrzen tej samej miary v,_1 co A,.. Uzywajac gaussowskiej dystrybuanty
® mozemy zapisaé, ze

O~ (v (A+ B(0,0))2) ) > @ (va(H + B(0,))) = @7 (v 1 (H)) +
— cIrl(un_l(Az,)) >t e >t
gdzie &1 (yn,l(AZ/)) > t’ jest konsekwencja tego, ze (2/,t') € A°. Zatem

Va1 (A+ B(0,6)).) > &(t) = 1 ((—00,1))
i biorac supremum po t € (A€ + B(0,€)), mamy to o co chodzilo.
(iv) Wypuklo$é zbioru A implikuje, ze dla dowolnych A € [0,1] i u,v € C o module
mniejszym od promienia w zbioru A

A)\u—i-(l—)\)v DAL+ (1 - )‘>A'U7
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skad wobec nieréwnosci Ehrharda, [Ehr], otrzymujemy wklesto$¢ funkcji f (mozemy bez utra-
ty ogélnosci zakladaé, ze wektory u, v sa wybrane tak, aby mialy ten sam kierunek i zwrot)

fOul + (1= Nl = F (Pa+ (1= 2o]) = 27 (vao1(Ayura-ap)
> ¢! (VH Ay + (1 — )\)Av))

A0 (s (40) + (1= N0 (v (A1)

= Af(lul) + (1 =X f([v])-

O]

Podsumowujac, wobec Faktéw 1 - 3 i odpowiedniej aproksymacji funkcji f widzimy, ze
aby udowodni¢ Twierdzenie 1 wystarczy udowodnié

Twierdzenie 4. Istnieje stala uniwersalna ¢ > 0.64 o nastepujgcej wlasnosci. Niech A C R3
bedzie zbiorem postaci

A:{(x,y,t)€R3 | t<f<\/x2+y2>,\/x2+y2<w},

gdzie f: [0,w) — R jest wkleslq, nierosnacq funkcja gladkq takq, ze f(x) —— —oo. Niech

T—wW—
P = {(z,y,t) € R® | V22 +y2 < p} C R3 bedzie cylindrem o tej samej mierze co zbior A,
ten., v3(A) = 3(P) = 1 — e P*/2. Wéwczas
wyg (4) > pyd (P), (2.1)

zakladajgce, ze y3(A) < c.

2.2. Dowdd nieréwnosci izoperymetrycznej
Dowdéd Twierdzenia 4. Nasladujac [LatOle], definiujemy dla ustalonego = € [0, w] zbiory

Alr) = AU{z € R? | |z] < 2} xR,
P(z)={z € R?| |z| <a(z)} xR,

gdzie funkcja a(zx) jest zdefiniowana za pomoca réwnania
73(A(2)) = 13(P(x)).

Mamy OA(z) = Bi(x) U Ba(z), gdzie Bi(x) = {(2,t) € RZ xR | |z| = x,t > f(]2])},
By(z) = {(2,t) e RZ xR | |z| > z,t = f(|z|)}. Niech

L(z) = wyg (B2()) + 273 (Bi(x)) — a(@)yy (P(2)), = € [0,w].

Poniewaz A(w) jest cylindrem o promieniu w, to mamy L(w) = 0. Zauwazmy réwniez, ze
L(0) = w5 (A) — pyd (P). Dlatego wystarczy udowodnié, ze funkcja L jest nierosnaca.
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Mozemy tatwo obliczyé¢ wyrazy pojawiajace sie w definicji funkcji L azeby potem znalezé
L'(z). Mianowicie mamy

7 (Ba()) = V%/wteXp <_t2+éf<t>2> o2,

¥ (Ba( - /%/x) ( i +t2>xdtd¢

= ze”%/2(1 - ®(f(x))) = ze > *T(f(x)),
5 (A(z)) = a(z)e @@/2,

Wstawiajac to do definicji L otrzymujemy

be) =gz [ v () VI o)
_ a(x)ze_a($)2/2,
Ponadto
v3(A(2)) =73 ({z e R? | |z] < 2} x R)
£ ({(0) € R xR | [2] > 2.t < f(J21)})
—1— e [Tt p)at.
Zatem

1— e @2 = y4(P(x)) = y3(A(2)) =1 —e =/ + / e PR (f())at,
i rézniczkujac po = dostajemy
d(z)a(z)e @2 = pem™ 2 (1 — (f(2))) = 2" 2T(f (). (2.2)

Majac to obliczamy L'. Mamy

w z? z)?
L'(z) =— mxexp <+f()> 1+ f'(x)?

—f(=)?/2
e /2 (2 o) -2 ) — x
+ 2<2 T(f(x)) —2° N (@) = T(f( )))
— (2 - a(@)?) ze " PT(f().
Stad L' < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
wy/1+ ()2 + 2f () > (a(x)? — 22)V2re! O PT(f(2)), =€ [0,u].

Poniewaz f' < 0 (f jest nierosnaca) i inf;co(wv1+t? + 2t) = Vw? — 2% bedziemy mieli
L' <0 jedli pokazemy, ze

w? — 22 > (a(z)? — xg)\/ﬂef(x)Z/QT(f(w)), z € [0,w]. (2.3)
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Szacujac a(x)? — 22 mozemy udowodnié powyzsza nieréwnoé$é w pewnych specjalnych

przypadkach. Zauwazmy, ze monotonicznoéé funkeji f implikuje, ze A(x) C {z € R? | |2| <
v} xRU{(2,t) eERZx R |z < |2| <w,t < f(x)}, wiec

1= e P2 —yy(A(2)) < (1— e /) + (e — " I2)B( (),

zatem

a(z)? — 22 < —2In (T( f(x)) + & f(x))e—<w2—w2>/2) . (2.4)
Wobec tej nieréwnosci by wykazaé (2.3) wystarczy udowodnié, ze
Vu? =22 > ~2v2ref O 2T (f (@) In (T(f(2)) + ®(f (2))e 772, (2.5)

W ogdlnosci ta nieréwnosé nie zachodzi. Jednakze, Lemat 1, ktérego dowdd znajduje sie
w rozdziale 4, pozwala poradzi¢ sobie w pewnych przypadkach.
WprowadZmy funkcje F': R — (0,00), G: (0,00) — (0, 00) zadane wzorami

F(y) = —v2reV 2T (y) n T (y), (2.6)
Gy) = m- (2.7)

Zaobserwujmy, ze F' jest rosnaca i na (por. Lemat 2). Bedziemy jeszcze potrzebowali stalej

- (o))

Lemat 1. Niech albo
(i) 0 <u<+/8/m, yeR, albo

(ii) u> /87, y < H.

Wtedy
—2v27e?’?T(y) In (T(y) + <I>(y)67“2/2) < u.

Stosujac Lemat 1 dla u = vw? — 22, y = f(z), dostajemy zadana nieréwnosé¢ (2.5) dla x
takich, ze vVw? — 22 < /8/7 lub Vw? — 22 > \/8/7 i f(r) < H.

Dlatego, pozostaje udowodnié (2.3) dla x speliajacych vw? — 22 > /8/7 i f(x) > H.
Zauwazmy, ze na podstawie (2.2)

(a(2)? = 2?) = 2(a(2)d(z) — 2) = 20 (O =2T(f(2)) — 1),
ale dzieki (2.4) otrzymujemy
et <1 T(f (),

skad
(a(x)? — 22) <0.

Zatem funkcja [0,w] > x +—— a(z)? — 22 € [0, 0) jest malejaca. Wobec tego

sup (a(z)? — %) = a(0)* = p.
z€[0,w]
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Ponadto, funkcja  — e/@)*/2T(f(x)) jest nierosnaca na przedziale [0, w] N {z|f(z) > 0}
jako zlozenie nierosngcej funkcji f i rosnacej funkcji y —— eyz/QT(y) na (0,00) ([LatOle,
Lemat 1]). Tym samym

sup {e/ 2T (f(2)) | f(a) > H} = 2T(00).

Biorac pod uwage te dwie obserwacje i uwzgledniajac zalozenie ¢ > v3(A) = v3(P) = 1 —
e /2 tzn. p? < —2In(1—c), dostajemy, ze (2.3) zachodzi réwniez dla z takich, ze vVw? — 2 >
V8/m 1 f(x) > H. Istotnie

(a(x)? — xQ)\/%ef(x)Q/QT(f(x)) < \/%pQGHQ/QT(H)
< —2v2r1n(1 — ¢)e™* 2T (H)

8
=4/= < Vw? —a?,
T

gdzie ostatnia réwno$¢ bierze sie z definicji stalej c¢. Mianowicie przyjmujemy

1
=1- ———m s 0.64
‘ eXp( 7reH2/2T(H)> e

co konczy dowdd. O

Uwaga 2. Nietrudno sprawdzié, ze rzeczywiscie ¢ > 0.64. Po pierwsze, sprawdzamy bezpo-
érednim rachunkiem, ze G(1/8/m) > F(0.7), wiec H > 0.7 wobec monotonicznoéci funkcji F.
Po drugie, zauwazamy, ze zalezno$¢ c¢ jako funkcji H jest rosnaca, gdyz bylo wspomniane, ze
funkcja y — e¥’/2T(y) na (0, 00) maleje. Zatem

1
1-— —_—— .64.
c > exp ( 7l'60'72/2T(0.7)> > 0.6 O

Z nieréwnosci izoperymetrycznej (2.1) udowodnionej w Twierdzeniu 4, powiedzieli$my, ze
wynika wlasno$é
vn(A) = vp(P) < ¢ implikuje V/4(1) > vp(1).

To z kolei, jak zauwazyliémy w Fakcie 1, daje poréwnanie miary dylatacji zbioru A i miary
dylatacji cylindra P przy kurczeniu tych zbioréw (tzn. przy dylatacjach o skali mniejszej od
1) — Twierdzenie 1. Ale z dowodu Faktu 1 widaé, ze nier6wnosé pomiedzy pochodnymi w
t = 1 pozwala réwniez kontrolowaé¢ do pewnego stopnia co sie dzieje przy rozciaganiu (tzn.
przy dylatacjach o skali wiekszej od 1) naszych zbioréw.

Whniosek 1. Dia dowolnego zbioru wypukiego i rotacyjnie symetrycznego A C C", o mierze
vn(A) < ¢ i cylindra P spelniajgcego vp(A) = vp(P) mamy

vn(tA) > vy (tP), dla 1 <t <, (2.8)
gdzie liczba to > 1 jest zadania réwnaniem vy (tgA) = c.

Dowéd polega na nasladowaniu dowodu Faktu 1. Definiujemy funkcje h(t) przy pomocy
réwnania v4(t) = vp(h(t)P) i korzystajac z oszacowania na pochodna w ¢ = 1 stusznego dla
wszystkich zbioréw o mierze mniejszej od ¢ pokazujemy, ze (h(t)/t) > 0, dla t € [1,to], wiec
h(t) > t, dla t € [1,4].
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Rozdziat 3

Kilka uwag

Uwaga 3. Ogolnie, bez zalozenia o nie za duzej mierze zbioru A, Twierdzenie 4 jest nie-
prawdziwe. Aby to zobaczyé, wezmy walec Sciety A = {(2,t) € R2 xR | |2| < w,t < y} o
promieniu w i wysokosci y. To co prawda nie jest zbiér jak w zalozeniach Twierdzenia 4, tzn.,
nie jest on zadany jako podwykres pewnej funkcji gtadkiej, ale dzieki prostej aproksymacji
mozemy usunaé te luke. Wezmy cylinder P = {z € R? | |2| < p} x R o tej samej mierze co
A, co oznacza, ze

B(y)(1 — e /%) = 43(A) = 33(P) =1 — e 7/2.

Pokazemy, ze dla dostatecznie duzych w i y zachodzi nieréwnos¢ przeciwna do nieréwnosci
(2.1) z Twierdzenia 4

wyy (A) < pyd (P).
Istotnie, weZmy takie parametry naszego walca $cietego, aby
e V)2 = T(y), y>0.
Wowezas 1 — e~ /2 = ®(y). Aby uprosci¢ dalsze rachunki zdefiniujmy funkcje

1
9(y) = V2R e 2T () (3.1)

Teraz zwiazek miedzy w i y moze byé zapisany jako w? = —2InT(y) = y? + 2In (\/ 27rg(y)).

y<g(y) <\y*+2, y >0, (3.2)

gdzie pierwsza nieréwnos¢ wynika ze standardowego oszacowania ogona gaussowskiego T,
mianowicie dla y > 0 mamy

Ponadto mamy

o0 1 ot 2 1 2
T(y) = / e 2t < 7/ —e V20t = ——e V2,
(®) y VemJy Y yv2m

17
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Druga nier6wnosé wynika z [LatOle, Lemat 2]. Dlatego

—y%/2
wy (A) = w (we—m/zq)(y) +2 (- e—w2/2>>

e—Y2/2

WT( )) < T(y) (w*d(y) + wg(y))

Ll
1) (w000 + |+ 210 (VEmg() o+ 2)

(w2 )+y -f—ln(\/ig( )) )
T(y) (w? (1+0() +1 - (V2rg(w))).

w (y)

Wezmy y tak, aby
1—1In (V2rg(y)) < —2(1+ &(y)) In (1 + B(y))

(To, ze taki y istnieje wynika stad, ze ta nier6wno$¢ jest prawdziwa dla duzych y.) Wtedy

wy (A) < T(y) (w? (14 @(y)) = 2(1 + B(y)) In (1 + B(y)))
= —2T(y) (1+ () In (7*/% (14 B (y)))
=p?e /2 = pyf (P),
gdzie druga nieréwno$¢ zachodzi poniewaz
e =1 a(y)(1 - ) = T(y) + @(y)e ™ = T(y) (1+ (y)).

W poprzedniej uwadze widzielidémy, ze zalozenie o nie za duzej mierze zbioru w Twierdze-
niu 4 jest istotne. To zatozenie i technika redukcji, ktora uzyliSmy powoduja, ze rowniez w
Twierdzeniu 1 pojawia sie ograniczenie na miary zbioréw. Mozemy jednak udowodnié¢ stabsza
wersje nieréwnosci (x) bez niewygodnego zalozenia v3(A) < c.

Twierdzenie 5. Istnieje stala uniwersalna K taka, Ze dla dowolnego zbioru wypuklego i
rotacyjnie symetrycznego A C C" oraz cylindra P spelniajgcego vy, (A) = v, (P), mamy

vn(1+ K(t—1)A) > v, (tP), dla t > 1. (3.3)
Uwaga 4. Pokazemy to dla K = 3. Dowdd ze stala K = 1 rozwiazywalby oczywiscie
Hipoteze 2.
Dowdd. Oznaczmy £(t) =1+ K(t —1).

Wystarczy tak naprawde udowodnié tylko, ze nieréwnosé (3.3) zachodzi dla zbioréw o
duzej mierze, tzn. v,(A) > ¢, gdzie ¢ jest stala z Twierdzenia 1. Rzeczywiscie zalézmy,
ze (3.3) zachodzi dla wszystkich zbioréw wypuklych i rotacyjnie symetrycznych A takich, ze
vn(A) > c. Pokazemy teraz, ze ta nier6wnos$¢ zachodzi takze dla zbioréw A o mierze mniejszej
niz c. Ustalmy taki zbiér i wezmy to > 1 tak, aby v, (t9pA) = c. Z Wniosku 1 otrzymujemy

Un(tA) > v, (tP), t < to,

wiec tym bardziej (3.3) zachodzi dla ¢t < tp. Teraz udowodnimy (3.3) dla ¢ > ¢y. Niech @
bedzie cylindrem o tej samej mierze co zbiér tgA. Stosujac zalozenie mamy

vn (L(t)(t0A)) > ma(tQ),  t>1. (3.4)
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Zrébmy dwie proste obserwacje
f(t)to < f(tot),
Un(Q) = vp(toA) = vp(toP) = vn(tQ) > vy (tto P).
Wraz z nieréwnoscia (3.4) daja one, ze

vn (0(tto) A) > vn(ttoP),  t>1,

co jest oszacowaniem, ktore chcieliSmy pokazaé.

W dalszym ciagu bedziemy wiec dowodzié¢ (3.3) w przypadku, gdy v,(A) > ¢. Ideg dowodu
bedzie uzy¢ glebokiego rezultatu Lataty i Oleszkiewicza dotyczacego dylatacji w przypadku
rzeczywistym. Mianowicie, z Twierdzenia 1 pracy [LatOle] mamy

vo (E)A) > vy (L1)S),  t>1,

gdzie
S ={(z1,...,2n) € C" | |Rez| < s},

jest pasem o szerokosci 2s wybranej tak, aby v,(A4) = v, (S) = 1-2T(s). Dlatego, zakonczymy
dowod jesli udowodnimy, ze

vn (0(t)S) > vy (tP), t>1.
Te nieréwno$é¢ mozna z kolei bardziej rozpisa¢. Mamy
vn (£(t)S) =1 —2T (£(t)s),

i korzystajac ze zwigzku 1 — e 7 /2 = 1, (P) = v,(A) = vp(S) = 1 — 2T(s) dostajemy
e P*/2 = 2T(s). Tym samym

vp(tP) =1 — e P2 =1 _ (27(s))" .
Zatem wystarczy udowodni¢, ze
@2T(s)" > 2T (£(t)s),  t>1, s> s, (3.5)

gdzie sq jest takie, ze pas o szerokosci 2sp ma miare ¢, tzn. 1 —27(sg) = c. Poniewaz ¢ > 0.64,
to T'(sp) < 0.18 < T(0.9), wiec sp > 0.9.

Zajmijmy sie teraz nieréwnoscia (3.5). Dla ¢ bliskich 1 uzyjemy nieréwnosci Prékopy-
Leindlera [Gar, Twierdzenie 7.1]. Ustalmy w tym celu s > sp oraz t > 1 i rozwazmy funkcje

2

2
f(x)Z\/%e 21 (g1)5,00) (%),
2
g(i) = me /21[0,00)(‘%‘)7
2
W) = —=e™" Pl o) ().

Ver

Nietrudno przekonadé sie, ze nieréwnosé

F@)Y () < h (;w + (1 - ;) y) ,
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zachodzi dla dowolnych z,y € R wtedy i tylko wtedy, gdy £(t)s > t%s, lub, réwnowaznie, gdy
t < K — 1 = 2. Wtedy, wobec nieréwnoéci Prékopy-Leindlera, otrzymujemy

(ﬂﬂ@@ﬂwz<éfyw<é@1Uﬁ<Ah:ﬂ%)

Pozostal nam dowéd (3.5) w przypadku t > 21 s > sg. Poradzimy sobie z tym korzystajac
z asymptotyki funkcji T'. Ze standardowego oszacowania na ogon gaussowski mamy

LT e2s2)2
T (L(t)s) < \/ﬁﬂ(t)se ,

podczas gdy z Lematu 2, [LatOle]
1 1 _52/2.

T(s) > E\/ﬁe

Dlatego, aby udowodnié nier6wnosé (3.5) wystarczy udowodnié

2 \* 1 3.2 2 1
( ) e 5/2 s —UE2s/2,
V2or/)  (s2+2)8/2 V2m L(t)s

co jest rownowazne nieréwnosci

2 21 (.2 t2/2

$ 22 /T (s°+2)

- - > = — > > 2.
exp(2 (f(t) t)) ( 2) iMs §$>sp, t =2

Biorac logarytm z obu stron, wstawiajac definicje funkcji ¢(t) = 1+ K(t —1) = 3t —2 i
upraszczajac mamy do pokazania

(85 —ln<2 (% —|—2>>)t2—1232t+432+ln<282)+21n(3t—2)>0.
Oznaczmy lewa strone przez F(s,t). Zauwazmy, ze dla s > sg it > 2
OF
at(s,t):2<832—ln< s +2 ))
2(532—111( 5 +2 >)t <55 —2(32+2))t
e
T T
2((5-—)s2=Z)t>2((p-—)s2—2)¢
((-5)=2)r=2((-5)4-7)
T

gdzie w pierwszej nieréwnoéci uzylismy tylko zalozenia, ze ¢t > 2 dostajac —12s? > —6ts?
i zaniedbaliSmy wyraz % gdyz jest dodatni, zas w drugiej nieréwnoéci wykorzystalidémy
dobrze znane oszacowanie Inz < 7. Wiedzac zatem, ze pochodna jest dodatnia wystarczy
sprawdzi¢, ze F'(s,2) > 0. To mozna zrobi¢ bezposérednim rachunkiem

6
f— 1282 4 —°
SR Y—

F(s,2):4<8s —ln<2 (5 +2>>)—24s + 45 +1In s +ln +2In4
2
4<3s —ln<2 (s —|—2)>)—|—1n(87rs)
> 4((3—7T>82—7T>>0.
Inz < x/e 2e e

Dowdd twierdzenia jest tym samym zakonczony. O
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Rozdziatl 4

Lematy pomocnicze

Na poczatku udowodnimy kilka lematéw o raczej technicznym charakterze. Dzieki nim, na
koniec rozdziatu, bedziemy mogli poda¢ dowdéd Lematu 1.

Lemat 2. Funkcja F, zdefiniowana w (2.6), jest rosngca i ,na” zbior (0,00).

Dowdd. Aby udowodnié, ze F' jest rosngca wystarczy udowodnié, ze F' jest niemalejaca. Istot-
nie, gdyby F' byla stata na pewnym przedziale, bylaby wszedzie stata, bowiem F' jest funkcja
analityczna.

Oczywiscie, F' jest niemalejaca wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja 1/F jest nierosnaca.
Zauwazmy, ze

I —e V)2 1  T'(y)
F(y)  Vor T(y)InT(y) T(y)InT(y)
_ (=InT(y))" _ /
=TT (In(—=InT(y)))",

zatem 1/F jest nierosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy y — In (—InT'(y)) jest wklesta, tzn. dla
dowolnych z,y € R, A € (0,1)

—InTOz+(1—Ny) > (—InT(2))* (~InT(y)) .
Poniewaz lim, .o (—In7T(z)) = 0, mamy

42
x 6t/2

_1nT(x):/_; (—lnT(t))'dt:/_oo T

wiec zgdana nieréwnos¢ bedzie zachodzi¢ na mocy nieréwnosci Prékopy-Leindlera, zobacz
2
e—t°/2

[Gar, Twierdzenie 7.1]. Musimy tylko sprawdzi¢ zalozenia, tzn. sprawdzi¢ czy funkcja In NezD)

jest wklesta. Liczac druga pochodng nietrudno sprawdzié, ze jest ona niedodatnia wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy
—12/2 —2/2\\ 2
) R — <€>

T
V2T v 2T

—t2/2 /12 _ —t2/2 /12

e Vitr+4—1t T(t)—i—e Vite+4+t  teR,
2T 2 V2T 2
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co jest rownowazne temu, ze

e P12\l d—t
2 2

Dla t > 0 wynika to ze znanego oszacowania Komatsu (patrz [ItoMcK], strona 17). Dla t < 0
mamy 7'(t) > 1/2, wiec

T(t) > , teR.

2T (t)V2me! /2 4+t > V2 (1 +12/2) + ¢ > 0,
oraz
2 2
(20(t)V2re™ 2 4 1) > (Var(1+ 12/2) +t)
2\? 2
=27 <1+2) +2V2r <1+2>t+t2

t2
=2 <1+2> (;rt2+\/27rt+7r> 142

2
>2<<\/Zt+1> +7r—1> + ¢2
> 2 —1) + 12> 12 + 4.

To konczy dowdéd monotonicznoéci funkcji F'.
Zbiorem wartosci F' jest cala polprosta (0,00), gdyz oczywiscie
F(y) —— 0,

Yy——00

oraz

poniewaz na podstawie (3.1), (3.2) mamy

2 A/ 7'rey2/2
Fly) = —Vane” T () nT(y) = g(ly) " < 29(y) )
1 2
> \/ﬁ In (\/ 27ryey /2) m 0.

Lemat 3. Funkcja G, zdefiniowana w (2.7), jest rosngca na przedziale [\/8/m, 00).

Dowéd. Mamy
1— 6—u2/2 _ u26—u2/2

G'(u) = ,
() 2 (1 - eu/2)?

wiec G'(u) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy e"’/2 > 1 4 u2. Tak jest dla u? > 8/m poniewaz
efm > 14 8/m oraz funkcja x — e* jest wypukla. O
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Dowdd Lematu 1. (i) Korzystajac z wypuklosci funkcji — In dostajemy
22w 2T (y) In (T(y) + By)e /) < 22w T (y) (~T(y) In1 — d(y) Ine )
= V2reV PT(y) D (y)u? < @ug <,

przy czym korzystamy z obserwacji, ze sup,cg v 27reyz/2T(y)<I>(y) = /%, patrz [LatOle, Le-

mat 5].
(ii) Skoro T(y) + ®(y)e **/2 = ¢¥*/2 4 (1 — e~¥*/2)T(y), mozemy réwniez zastosowaé
wypuklo$é funkeji — In do punktéw 1, T'(y) z wagami e~ /2 1 — U2 § otrzymad
—2v 27Tey2/2T(y) In (T(y) + q)(y)efuz/Q) < -2V 27163”2/2T(y) InT(y)(1— 67“2/2)
F F(H
W, Fo .

"~ G G (yE/n)

gdzie w ostatniej nieréwnosci korzystamy z Lematow 2, 3.
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