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Bryle A nazywamy wypukla, jesli wraz ~ Rozwazmy wypukla bryle A w przestrzeni tréjwymiarowej R3. Jedna z wielkosci
;al“;;‘izIEQ?X;’(“?@ZZ";C‘;“;EPEEﬁfi;“ charakteryzujacych to, jak duza jest bryta, moze by¢ jej Srednica, ktora

oznaczamy przez diam A. Jest to kres gorny odlegtosci |« — y| pomiedzy dowolna
parg punktéw x,y € A. Na przyklad, $rednica szescianu [—1, 1] o wierzchotkach
w punktach (+1,41,+1) wynosi 2v/3, bowiem dwa najbardziej oddalone od
siebie punkty to np. wierzchotki (1,1,1) i (=1, —1,—1), ktore sa odlegte o

(L1,1) = (=1, =L =1 = /(1 = (=1))2 + (1 = (-1)2 + (1 - (=1))? = 2V3.

Zauwazmy tez, ze zgodnie z ta definicja, srednica kuli o promieniu R to 2R.

Rys. 1. Srednica zbioru mierzy, jak duzy

on jest. Czy bryla A o ustalonej srednicy d moze mie¢ dowolnie duza objetosé |A|?

Oczywiscie, ze nie, bo z definicji $rednicy zbioru bryta A musi by¢ zawarta w kuli
o promieniu d i §rodku w dowolnie wybranym punkcie a bryty. Zapytajmy dalej.

Pytanie 1. Ktdre sposrod wszystkich bryt wypuktych A o ustalonej srednicy d
majg najwickszq objetosc i ile ona wynosi?

Jest to tzw. problem izodiametryczny. Mozna go latwo rozwigzaé
A przy uzyciu silnego geometrycznego narzedzia, jakim jest tytutowa
ﬁf (’ﬁ /ll‘/s\ﬂA symetryzacja. Dla bryly A jej -s‘ymetryzacja Steinera. S,r.A
— M — wzgledem plaszczyzny 7 to zbiér powstaly przez zastapienie
A rﬂ \I\/ kazdego ciecia A N{, zbioru A prosta ¢, prostopadta do ptaszczyzny
Ly 7 i przechodzaca przez punkt x € m odcinkiem o $rodku w punkcie

i ) x 1 dlugosci rownej dlugosci odcinka A N /4,. Jesli ktos lubi znaczki,
Rys. 2. Symetryzacja Steinera wzgledem 2. .
plaszczyzny . to zapisujemy to formalnie tak

S A={z+tu |z em, [t|<to(z), 2to(z) = |AN L]},

Nietrudno zobaczyé, ze przeciecie zbiorow _
wypuklych jest zbiorem wypuklym, wiec  gdzie u jest ustalonym jednostkowym wektorem prostopadlym do obranej na
przeciecie naszej wypuktlej bryty A prosta
£, jest wypuklym podzbiorem tej prostej, Sarym pOCZ@tku plaszczyzny .
czyli odcinkiem.
Intuicyjnie, niezaleznie nad kazdym punktem z pltaszczyzny 7 tak przesuwamy

fragment bryty, zeby byl on symetryczny wzgledem plaszczyzny w. Ta operacja
ma takie kluczowe wtasnosci:

(i) zachowuje wypuklosé — jesli A jest bryla wypukla, to S, A tez,
(ii) bryta S;A jest symetryczna wzgledem plaszczyzny m,
(iii) nie zmienia objetosci brylty — |S; A| = |A],

(iv) nie powieksza §rednicy — diam S; A < diam A.

Wilasnosé (ii) jest jasna z konstrukeji zbioru Sy A; (iii) podobnie, bo
o SpA Ei :::mfl nalewajac wody do A i do S, A, nalejemy jej tyle samo, gdyz nad
4z Y

kazdym punktem x z 7 nalejemy jej tyle samo. Dla dowodu

s = ; = wlasnodci (iv) ustalmy dwa punkty p,q z S;A. Naszym celem jest
t"“'“&“} _':"W udowodnié¢, ze |p — q| < diam A. Niech z i y beda odpowiednio

rzutami punktéw p i g na 7, a sit — rzutami x i y na prosta

N . i .
{A\W | A € R}. Przy tych oznaczeniach mozemy napisaé
Rys. 3. Symetryzacja Steinera nie

powieksza $rednicy zbioru. p=x+ SU, g=y+ t.

Oznaczmy jeszcze przez si,S— it4,t_ odpowiednio koiice lewy i prawy odcinkow
ANty i ANt,. Mamy wtedy

1 Sy — S— 1 t+ —t_
sl<iAnel =520 < tjang = B2k
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Korzystamy po drodze z nieréwnosci
(A + )2 <202 4 242, stusznej dla
dowolnych liczb rzeczywistych A i p.

a wiec
Ap—q? =4(jz—y? +|s 1) <4z —y? + sy —s- +ty —t_ [

<Az —y? + 205y — -2+ 20ty —s-[?

=2z +s:0) — (Y+t_W)P+2|(y +t4+W) — (x+ s_W)]> < 4(diam A)*.
Dla jeszcze wiekszego oswojenia sie z naszym narzedziem dobrym ¢wiczeniem,
drogi Czytelniku, jest samodzielne udowodnienie wlasnosci (i).

Przyszta teraz pora na rozumowanie finatowe, jesli chodzi o odpowiedz na
Pytanie 1. Majac dowolng wypukla bryle A o srednicy d, wysymetryzujmy ja
kolejno wzgledem kazdej z trzech plaszezyzn m; = {(x1,22,73) € R? | 2; = 0},

i =1, 2,3, wyznaczonych przez wszystkie mozliwe pary osi Ox1, Ox2, Oxs uktadu
wspolrzednych. W ten sposob powstaje bryta SA = S, 5,5, A, ktora jako
symetryczna wzgledem kazdej z plaszczyzn m; jest srodkowo symetryczna

Y/ wzgledem zera. Zatem dla dowolnego punktu z € SA jest tez —z € SA, wiec
O g (IV)
/\/\ 2| = o — (—2)| < diam SA < diam A = d,

a2/

d

Rys. 4. Twierdzenie o kuli $nieznej.

Dla dociekliwych, scisle to jest tak, ze ciag
zbioréw (Sr,, Srp_q1 - Sry A)n>1 zbiega
w metryce Hausdorffa do pewnej kuli B.

Rozwigzanie zadania F 785. Oznaczmy
przez m mase¢ wody wypieranej przez
klocek. Gdy jest on zanurzony pionowo,
srodek ciezkosci zanurzonej czesci jest na
glebokosci /4, gdy poziomo, na
glebokosci a/4. A wiec polozenie srodka
cigzkosci klocka po przewrdceniu
podniesie si¢ o (I —a)/4 i o tyle obnizy sie
srodek ciezkosci wypartej wody. Zatem
energia potencjalna wody w naczyniu
spadnie, a energia potencjalna catego
klocka nie zmieni sie. Wydzielone ciepto
bedzie wiec réwne

Q=mg(l —a)/4=0,257.

co oznacza, ze bryla SA jest zawarta w kuli B(0,d/2) o srodku w zerze
i promieniu d/2. Stad

3
(D) A1 j54) < BO.4/2)1 = 3= (35)

3 \2

Uzyskali$my tym samym (D) — tak zwana nierdwno$é izodiametryczng. Wynika
z niej, ze wérod cial o ustalonej srednicy d najwicksza objeto$é ma kula

0 promieniu %d. Jest to odpowiedZ na postawione na poczatku Pytanie 1.
Trudne?

Przypomnijmy sobie, ze zaczeliSmy od badania Srednicy bryly wypuktej. Inna
wielkoscia charakteryzujaca to, jak duza moze by¢ bryla, jest z pewnoscia pole
powierzchni |0A| jej brzegu 0A. W duchu poprzedniego pytania mozna sie tez
zastanawiaé¢, czy ma to jakis zwiazek z objetoscia bryty, i zadaé¢ kolejne pytanie.

Pytanie 2. Ktore sposrod wszystkich bryt wypuktych A o ustalonym polu
powierzchni brzegu S majg najwiekszq objetosc i ile ona wynosi?

B Jest to tzw. problem izoperymetryczny, wiazany w mitologii rzymskiej
z imieniem Dydony, pierwszej krolowej Kartaginy. Scistego rozwiazania
doczekal sie on jednak dopiero w XIX w. Nasz bohater, Jakub Steiner,
przy uzyciu swojej symetryzacji rozwiazal go na plaszczyznie w 1838 roku.
Naszkicujemy teraz jego argument. Na poczatku kluczowe jest zauwazenie
kolejnej wlasnosci symetryzacji Steinera:

108, A| < |9A].

Dalej juz wystarczy tylko wiedzie¢, ze startujac z dowolnej bryly wypuktlej A,
mozna znalezé taki ciag plaszczyzn w1, ma, .. ., ze symetryzujac A kolejno
wzgledem nich bedziemy w pewnym sensie coraz blizej pewnej kuli B. Nazwa
tego twierdzenia doskonale prezentuje jego idee. Jest to tzw. twierdzenie o kuli
Snieznej.

(v) nie powieksza pola powierzchni brzegu

Zatem

|0B] < |0(Sx, Srp_y - Suy A)| < |0A].
Ale symetryzacja nie zmienia objetosci (pamietamy o wlasnosci (iii)), wiec
kula B ma taka objetos¢ jak bryta A. Czyli

4 1/3 4 1/3
(P) 3 <§7r> |A]?3 =3 (§w> |B|*® = |0B| < |9A|.

Otrzymalismy tym samym klasyczng nieréwnosé izoperymetryczng. Znowu
widadé, ze kule sa ekstremalne — przy ustalonym polu powierzchni maja
najwieksza objetosé.

Widzimy, ze zupelnie elementarnie byliémy w stanie odpowiedzie¢ na dwa
wariacyjne pytania. Wszystko dzieki prostej geometrycznej idei symetryzacji. Do
kompletnosci wywodu pozostal dowod twierdzenia o kuli snieznej i faktu, ze
symetryzacja nie powieksza pola powierzchni, ale to juz temat na inng opowies¢.
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