Egzamin ustny, kule i prawdopodobienstwo

)

Korzystamy tutaj z pojecia
prawdopodobienstwa warunkowego
zajécia zdarzenia A pod warunkiem, ze
zaszlo zdarzenie B. Oznaczamy je jako
P(A|B) i definiujemy tak
P(AN B)

P(B) '
gdzie A N B to zdarzenie zaszlo A i B.
Zgadza si¢ to z intuicjg — rozpatrzmy
np. sytuacje, gdy A to zdarzenie, ze
w rzucie kostka wypadta dwéjka (czyli
P(A) = 1), a B — ze wypadla parzysta
liczba oczek (czyli P(B) = 1): wiemy, iz
prawdopodobienstwo wypadnigcia dwojki,
pod warunkiem, ze wyrzuciliémy parzysta
liczbe oczek, powinno wynosié %, a to
wlasnie zgadza si¢ z podanym wzorem,

bo P(A|B) = 155 = 1.

P(A|B) =
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Wyobraz sobie, Mlody Czytelniku, ze jeste$ juz studentem i czeka Cie bardzo
trudny egzamin ustny (a moze, tak jak piszacy te stowa, doskonale z autops;ji
znasz to przyjemne wyzwanie?). Profesor przygotowal zestaw dwudziestu
pytan, ale Ty zdazyles nauczy¢ sie odpowiedzi tylko na pewne dziesie¢ z nich;
nazwijmy je dobrymi pytaniami, pozostale, na ktore nie znasz odpowiedzi,
niech nazywaja sie zle. Egzamin ustny u naszego Profesora odbywa sie

na bardzo prostych zasadach — losuje on jedno pytanie (kazde z réwnym
prawdopodobienstwem) i jesli potrafisz na nie odpowiedzieé, to brawo — zdales,
a jesli nie, to nie (i czeka Ci¢ egzamin w sesji poprawkowej). Sprawa jest zatem
bardzo prosta.

W przedstawionej sytuacji szansa na to, ze zdasz egzamin, jest réwna %—8 = %
Nie wyglada to zbyt wesoto. Ale myélisz sobie: — Nie jestem sam — mam
czternastu kolegow, ktorzy tez muszq iS¢ na ten ustny. To sqg moi bardzo dobrzy
koledzy, wiec nie bede musial zdawad jako pierwszy. Profesor jest Swietnie
przygotowany — ulozyl wiecej pytan, niz jest zdajgcych, ma zapas © dlatego zwykt
raz uzytego pytania nie zadawac ponownie. Moze wiec, aby zwiekszycé szanse
zdania egzaminu, oplaca mi sie poczekac troche, by zobaczyé, ktore z pytan
zostaly juz wylosowane — bardzo mili koledzy powiedzq mi przeciez, jakie pytania

wylosowali — ja juz ich nie wylosuge.

I co Ty, Drogi Czytelniku, na to rozumowanie? Czy uda si¢ w ten sposéb
ukry¢ wlasne nieprzygotowanie do egzaminu? Czy, na przyklad, gdy wejdziesz
jako siédmy, bedziesz mial wieksze szanse zdania egzaminu niz %? Chyba

nie sposéb tak od razu odpowiedzie¢ na to pytanie. Sprobujmy zatem

po kolei rachowagé.

Przypusémy, ze wchodzisz jako drugi. Jesli student, ktory zdawal przed

Toba, wylosowal dobre pytanie (z prawdopodobienstwem %), to zdasz

z prawdopodobienstwem %, a jesli — przeciwnie — wylosowal zle pytanie (oczywiscie
tez z prawdopodobienstwem %), to zdasz z prawdopodobienstwem i—g. Zatem
szansa pomys$lnego zdania egzaminu, gdy wchodzisz jako drugi, jest réwna
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Chcac obliczy¢ tym sposobem szanse pomyslnego wyniku, gdy wejdziemy
jako trzeci, widzimy, ze trzeba bedzie rozwazyé¢ cztery przypadki, a np. gdy
wejdziemy jako siédmi — az 27.

A moze nie warto liczy¢, bo ta szansa zawsze bedzie réwna %, niezaleznie

od tego, kiedy wejdziemy? (Bo niby dlaczego mialby istnie¢ sposéb na
przechytrzenie Profesora?) Ale jak to sprawdzié?

Zauwazmy, ze zdarzenie zdasz, wchodzqc jako k-ty to tak naprawde zdarzenie
k-te pytanie wylosowane przez Profesora bylo dobre. Profesor losuje bez
zwracania, z czego wynika, ze problem, przed ktérym stanelidémy, moze byé
rownowaznie sformutowany nastepujaco: losujemy bez zwracania kule, kazdg
zawsze z jednakowym prawdopodobienstwem, z urny, ktora poczatkowo zawiera
dziesie¢ dobrych kul i dziesiec¢ zlych; czy prawdopodobienstwo wylosowania kuli

dobrej za k-tym razem wynosi %?

Czasami tak bywa, ze tatwiej udowodnié co$ nieco bardziej ogdlnego. W naszym
przypadku, z powodu zmiany zawarto$ci urny w czasie losowania, wygodniej
bedzie — jak sie za chwilke okaze — wykazaé, ze jest prawdziwa rownos$é

(%) P(D{?) = dlak=1,...,d+z,

d+z’
gdzie DZ’Z to zdarzenie polegajace na wylosowaniu za k-tym razem dobrej kuli,
jesli poczatkowo urna zawierata d kul dobrych i z zlych. Dalej przyda nam sie
jeszcze analogiczne oznaczenie Z ,’Z '* dla zdarzenia polegajacego na wylosowaniu
w tej samej sytuacji kuli zlej.
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Mamy oczywiscie dla dowolnych d i z
d z
P(D{*) = —— i P(Z}7) = :
(D1 = - i P2 =
Zalézmy (bedziemy rozumowaé indukcyjnie, co tutaj jest bardzo naturalne),
ze (%) zachodzi dla pewnego k < d 4+ z. Mamy

P(D)) = P(D DY) - P(DY?) + P(D7 | 217) - P(2]7) =

d,z
1

Stosujemy tutaj tzw. wzor na
prawdopodobienstwo catkowite: jesli

. e - d - Z ()
B1, B> to takie dwa wykluczajace si¢ _ d—1,z X d,z—1 . oy
zdlarze2nia, ze ktéres z nich na pewno P(Dk ) d+ z + P(Dk ) d+ z
zachodzi, to dla dowolnego zdarzenia A (%) d—1 d d P
jest : . . _
P(A) = P(AN (By U By)) = d—142z d+z d—14z d+=z
=P(ANBy) +P(ANBy) = __d ( d—1 z ): d 7
= P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2). d+z \d—14+2z d—-1+z d+z

U nas bierzemy B; = =

co pokazuje prawdziwosé () dla dowolnego k.

d,
D%, By

d,z
Z&=,

Zatem nawet gdy wejdziemy na egzamin jako ostatni, szansa jego zdania
bedzie réwna 3, bo P(Dig’lo) = 101—4?10' By¢ moze kldci sie to troszke z intuicja,
ale dowodzi, ze zadne chytre strategie nic tu nie pomoga — jaka czes¢ pytan
opanowaliSmy, taka mamy szanse zdania egzaminu.

Moze jednak strategie, jakie rozwazaliSmy, byly zbyt proste? Na przyktad,
student wchodzil na egzamin w deterministycznej chwili k, czyli w ogdle

nie wykorzystywal informacji — co prawda losowej, ale zawsze dodatkowej —
ktoéra przekazywali mu zdajacy do chwili k£ koledzy. Tzn. nie bral pod uwage
informacji, ktére pytania profesor juz zuzyl. Okazuje sie jednak, ze nawet
stosujac jaka$ niby bardziej przebiegla strategie (np. student wchodzi tuz

po tym, gdy zostanie zadane ktéres ze zlych pytan), w ktérej wykorzystamy
wszelkie informacje, jakich dostarczyli nam zdajacy wczesniej koledzy, zawsze
uzyskamy prawdopodobienstwo zdania egzaminu réwne % Ale $cisly dowdd
tego faktu jest juz mniej elementarny. Niemniej zachecam Czytelnikéw

do sprawdzenia, czy tak jest w przypadku samodzielnie wymyslonych
konkretnych strategii, albo do préb wykazania tego ogélnego faktu w przypadku
mniejszych danych — na przyktad dwoch dobrych, dwoch zlych pytan i tacznie
trzech studentéw.

Funkcje odwrotne do siebie

No to sprobujmy calkiem fantazyjnie — moze
fr(x) == (x+1)/(x — 1)? Sprawdzamy:

Funkcja f1(z) := x zwraca (jak brzydko méwia
informatycy) to, co si¢ do niej wlozy. Funkcja

fa(x) := —x zwraca nie calkiem to samo, ale gdy r+1

ja wykonaé¢ dwukrotnie, znéw wracamy do tego, z+1 T —1 +1 2

z czego wyszlismy: fo(fa(z)) = fo(—2x) = . Takie J2(fz(x)) :f7($1> T arl =5 =%
funkcje to tnwolucje. Sprobujmy znalezé jeszcze inne 71 1

inwolucje wsréd funkcji wymiernych, to jest postaci .. . . .
’ 1 funk kazala s lucja.
f(z) = V(z)/W(z), gdzie V i W s3 wielomianami. czyli 1 ta funkcja okazala si¢ mwolucjq

Od razu przychodzi do glowy funkeja fi(z) i= 1/. Wyraznie widaé, ze poszukiwania inwolucji wéréd

I od razu widaé, ze to inwolucja. Zaraz potem
sprawdzamy fy(x) := —1/x. Faktycznie — to tez

inwolucja: . .
x

No, a dalej? Sprawdzamy f5(x) := 2/x — tez sie
zgadza! No to juz wiemy, ze kazda funkcja postaci
J(x) = a/x dla a # 0 jest inwolucja.

Mamy wiec juz nieskonczenie wiele inwolucji wérod
funkcji wymiernych. Ale czy odnalezliSmy juz wszystkie?

Nie trzeba specjalnej wyobrazni, by stwierdzi¢, ze nie —
przeciez inwolucja jest takze fg(x):=1— z.
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funkcji wymiernych nalezaloby kontynuowaé. Nie sadze
jednak, ze mozna tatwo wpasé na to, jakie jeszcze
funkcje naleza do tej rodziny. Ja po prostu zapytalem
algebraikéw. OdpowiedZ okazala si¢ zaskakujaca:

Wsréd funkeji wymiernych inwolucje to fi,) dla o # 0,

_rra dla a- 8 # —1 i tylko one.
B-x—1

Czytelnik Niedowiarek sprawdzi, ze dla dozwolonych

a i B faktycznie f4, 5)(f(a,8) () = 2; Czytelnik
Ambitny poszuka dowodu, ze zadnej innej inwolucji
bedacej funkcja wymierna nie ma. Natomiast Czytelnik
Podchwytliwy zapyta: — A gdzie funkcja fo albo fg?

otz fo () =
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