Na deser zostawmy kilka pytan/propozycji do zabawy:
1. Dla jakiej wartosci kata y czastka pierwotnie

spoczywajaca bedzie miala najwicksza energie? Jaka
bedzie jej wartosé, jesli energia czastki padajacej

wynosi E?

2. Dla my < mg predkos¢ pierwszej czastki po zderzeniu
moze mie¢ dowolny kierunek. Jaka jest maksymalna
warto$¢ kata 6.y (Wyrazona przez masy czastek)

w przypadku mq > mo?

Pokazalidémy, ze zjawiska mechaniczne zderzen cial moga mie¢ bardzo tatwa
interpretacje geometryczna, a tworzenie takich diagramoéw jest samo w sobie
interesujace. Szczegdlnie prosto mozna za pomocs tego narzedzia ustala¢ pewne
zalezno$ci miedzy wielkodciami mierzonymi w ukladzie $rodka masy a ich
odpowiednikami w uktadzie laboratoryjnym.

3. Pod jakim katem rozbiegaja sie czastki w przypadku
rownych mas? Jakie sa wtedy 67 1 627

4. Ambitniejsze zadanie: jak przettumaczyé
przedstawione schematy na przypadek zderzen
niesprezystych, gdy zderzenie charakteryzuje pewien
wspOlezynnik strat energii (W' = —ou, 1 > a > 0)?

5. I jeszcze jedno zadanie dla odwaznych. Jak zmienia
sie wyniki omawiane w tym artykule, jesli uwzglednié
efekty relatywistyczne?

Nier6wnos¢ Schwarza a fizyka czastek elementarnych
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Uktad $rodka masy (w skrécie SM)
to taki uklad odniesienia, w ktérym
caltkowity ped ukladu wynosi 0.

Calkowita energia czastki o masie m

i pedzie p wynosi E = 4/ (mc?)2 + (pc)?.

USM

SM LAB

Gdy czastka i uktad poruszaja sie
tylko wzdluz osi z (tak jak w naszym
przypadku), to transformacja Lorentza
energii i pedu méwi, ze

{ E=~(E* + 8p°),

p=7(p" —BE/c),

gdzie wielkoéci z gwiazdka odnoszg si¢ do
uktadu $rodka masy, a bez gwiazdki do
uktadu LAB.

*student, Wydzial Fizyki oraz Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tomasz TKOCZ*™

Czytelnik z pewno$cia zetknal sie z tytulowa nieréwnoscia Schwarza, ktora
w najprostszym przypadku méwi, ze dla liczb rzeczywistych x1, x2, y1, y2 zachodzi

(*) T1y1 + 22y2 < V2t + 23V 7 + 43

Interpretacja geometryczna jest jasna. Chodzi o to, ze iloczyn skalarny

dwéch wektoréw x = [21, 2], ¥ = [y1,y2] na plaszczyznie, ktéry wynosi

X -y = x1Yy1 + T2yo, nie przekracza iloczynu ich dlugosci, bowiem mozna wartos¢
iloczynu skalarnego obliczy¢ takze jako |x||y|cos <(x,y).

Czesto twierdzenia matematyczne maja takze przyjemna interpretacje fizyczna
(np. wiele twierdzen z rachunku rézniczkowego i catkowego). Okazuje sie, ze
nieréwnosé¢ Schwarza (%) jest zaszyta, jak za chwilke zobaczymy, dosy¢ gleboko
w elementarnych prawach mikroswiata i relatywistycznych predkosci.

Rozwazmy czastke elementarna c, ktora rozpada sie na dwie czastki a i b,
poruszajace si¢ w przeciwne strony w ich ukladzie srodka masy (np. kaon
rozpadajacy sie na pare pionéw K° — 7+ + 7). Wobec tego, ze czastka ¢
spoczywa, jest intuicyjnie jasne, ze masy czastek spelniaja nieréwnosé

Me 2 Mg + My
Rzeczywiscie, analizujac bilans energii w ukladzie srodka masy, stwierdzamy, ze
energia ukladu przed reakcja wynosita m.c?, po reakcji za$

By + By = V/(mac?)? + (p50)? + v/ (msc?)? + (pj0)? > mac® + mpc?,

skad
(1)

Ale jak wyglada sytuacja z naszej perspektywy, czyli w ukladzie laboratorium
(w skrécie LAB)? Z transformacji Lorentza mamy

(2) Eo + By =(E; + Bpy) +(E; + Bpy) =
=(E; + Ep) +8(p; +pp) = v(E; + Ep),
bowiem z definicji ukladu SM mamy p} + p; = 0, przy czym tradycyjnie oznacza

sie vy = 1/+/1 — (32, 8 = vgm/c. Patrzac na nieréwnosé (1), widzimy, ze jej
prawa strona jest wyrazona wielko$ciami znanymi w LAB, lewa zas mozemy tak
wyrazié, korzystajac z powyzszego rachunku (2). Dostajemy

mec? = E'+E; > Mec® + mpc?.

2 * * 1 Usm 2
(ma+ ) < By + B = ~(Bat ) = /1~ (B4) (B + By),
wigc pozostaje obliczyé vsn /c. Znowu wystarczy skorzystaé z relatywistycznej
transformacji energii i pedu (tyle ze teraz w druga strone, od wielkosci z SM
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Ciekawe, ze (4) jest rownowazna ogdlnej
klasycznej nieréwnosci Schwarza (S) dla
n = 4.

do LAB)

* * UsSM UsMm
0= (- BEE) +2 (- ) -

UsM
= 'Y(pa + Py — C—2(Ea + Eb)>7

skad
Usm —c Pa + Db .
c E, + Ey
Wracajac, mamy nieréwnosé

2
(ma +myp)c? < \/1 — <cw> (E, + By) =

Ea + Eb
= \/(Ea + Eb)2 - (pa + pb)202'

Uwzgledniajac, ze

Eo = \/(ma®)? + (pac)?, By = /(myc?)? + (ppo)?,
podnoszac ostatnia nieréwnos$é¢ stronami do kwadratu, skracajac obustronnie
przez ¢? i upraszczajac, dostajemy
(3) (mac)(mpe) + papy < v/ (mac)? + p2y/ (mye)? + pi.
Analizujac proste zjawisko fizyczne, jakim bylo zderzenie dwoch czastek,
odtworzyli$my tym samym nieréwno$é¢ Schwarza dla (dowolnych!) liczb
nieujemnych x; = mgyc, o = Pa, Y1 = MpC, Y2 = pp (nieujemnosé liczb
w nieréwnosci Schwarza (%) oczywiscie nie uszczupla jej ogdlnosci).

Sprébujmy jeszcze spojrzeé na konicowy wynik (3) nieco ogélniej. W szczegélnej
teorii wzglednoéci bardzo wygodnym pojeciem jest tzw. czterowektor energii-pedu.
Formalnie, dla poruszajacej si¢ czastki o masie m z pedem p = (pg, py, P2)
i caltkowitej energii F, jej czterowektor energii-pedu definiujemy jako
uporzadkowana czwérke (E/c,py,py,p-) 1 w skrécie piszemy (E/c, p). Jest to
pojecie analogiczne do pojecia czterowektora polozenia czastki (ct, z,y,z) = (ct,r).
Takie czterowektory mozna mnozyé skalarnie. Zeby jednak iloczyn skalarny
mial sensowne wlasnosci, nie powinien zmieniaé sie przy przeksztalceniach
niezmieniajacych fizycznego sensu teorii, tzw. przeksztalceniach symetrii.
W naszym przypadku przeksztalceniem symetrii jest transformacja Lorentza,
a niezmienniczy iloczyn skalarny definiuje sie nastepujaco:

(Ea/ca pa) ' (Eb/cv pb) = (Ea/c) (Eb/c) — Pa " Pb;
gdzie Py - Po = Pa,aPb,a + Pa,yPb,y + Pa,zDb,> 0znacza juz zwykty iloczyn skalarny
w przestrzeni trojwymiarowej. Zauwazmy, ze wowczas dhugosé czterowektora to
po prostu

V(E/c,p) - (E/e,p) = \/(E/c)? — p* =
1
= —v/E? — (pc)?2 =me.
c
Zobaczmy, ze (3) jest réwnowazna nieréwnosci

(mqc)(mpc) < (Eq/c)(Ep/c) — paps,
a w jezyku czterowektorow i ich iloczynéw skalarnych — nieréwnosci

(4) [(Ea/c, Pa)ll(Eb/c, po)| < (Ea/c,Pa) - (Eb/c,Py).

Zatem uzyskany gléwny wynik (3) jest niczym innym jak nieréwnoscia Schwarza
dla czterowektorow energii-pedu czastek a i b! Tyle ze zwrot tej nieréwnosci jest
w przeciwna strone w stosunku do klasycznej nieréwnosci Schwarza, co wynika
ze szezegdlnej postaci iloczynu skalarnego. Stwierdzenie, ze zachodzi (3), mozna
wiec wyprowadzi¢ bez zadnych, czynionych przez nas pracowicie, rozwazan
kinematycznych dla czastek a,b, ¢, po prostu powolujac sie na (4). Nieréwnosé
Schwarza (4) jest z kolei, jak widzielidmy, naturalna konsekwencja tego, ze
iloczyn skalarny czterowektoréw ma dobry sens fizyczny.

[(E/c,p)|

Dla autora przedstawione powyzej odkrycie nieréwnosci w prawach fizyki bylo
wstrzasajacym i jednoczesnie bardzo radosnym przezyciem. Moze Czytelnik zna
fizyczny dowod jakiejs innej klasycznej nieréwnosci?
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