Od wlasnosci paraboli do réwnania funkcyjnego
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Wtasnosé, o ktéra chodzi w tytule, jest nastepujaca:

(x) Jesli S jest Srodkiem cieciwy AB paraboli p, C za$ — punktem przeciecia
paraboli p i prostej réwnoleglej do jej osi przechodzqcej przez S, to styczna
do paraboli p w punkcie C' jest réwnolegla do jej siecznej AB.

Te przyjemna wlasno$é znal juz Archimedes (wykorzystal ja np. w swojej pracy
Kuwadratura paraboli, obliczajac pole odcinka paraboli — por. [2]). Geometryczny
dowdd powyzszego faktu moze byé bardzo ciekawym i pouczajacym zadaniem.
Analitycznie za$ mozemy probowaé rozumowaé, jak nastepuje. Niech nasza
parabola p bedzie wykresem funkcji f: R — R, f(z) = ax® + Bz + v, a # 0.
Wspdlrzednymi punktéw A i B niech beda odpowiednio (a, f(a)), (b, f(b)).
Wtedy C = (“T'H’, (QTH’)), wiec wystarczy sprawdzié¢, ze (latwy rachunek)

Fb) = fla) _ f’(“—“’), dla dowolnych a,b € R, a # b.
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Ci, co znaja twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej, zapewne pomysla
sobie teraz: aha, punkt Sredni z tezy tego twierdzenia dla funkcji kwadratowej
okazuje sie byé zawsze Srodkiem przedzialu (a,b)! Mozna jednak teraz zapytaé
odwrotnie: dla jakich innych funkcji f : R — R punkt sredni bedzie zawsze
srodkiem przedzialu? Réwnowaznie, wykresy jakich funkcji maja te wtasnosé,
ze sieczna bedzie réwnoleglta do stycznej poprowadzonej akurat w punkcie
o odcietej bedacej $rodkiem przedzialu? JesteSmy zatem ciekawi, czy sa jakies
inne krzywe o wlasnosci (%), czy moze parabola jest wyjatkowa.

Aby daé¢ odpowied%, wystarczy rozwiazaé réwnanie funkcyjne
b) — b
f() f(a):fl a+ , a?éb,
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albo, ogélniej (zeby nie zaktadaé rézniczkowalnosci f), zadanie jest takie: znalezé
f,h:R — R, takie ze

F(b) = f(a) :h(a+b>, a+b.
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Przystapmy do rozwiazania: niech f,h spelniaja powyzsze réwnanie. Przede
wszystkim zauwazmy, ze mozemy uwolnié sie od warunku a # b, gdyz zachodzi
oczywiscie

(+4) F0)— fla)= (b~ a)h(

Kladac a = 0, mozemy wyrazié¢ f za pomoca h

f(b) = bh(g) + f(0).

Zatem z (#*) mozemy zrobi¢ réwnanie z tylko jedna niewiadoma funkcja,

otrzymujac
b a a+b
bh{ = | —ah|{ =) =(b—a)h .
2 2 2

Wprowadzmy dla ulatwienia pomocnicza funkcje g(x) := h(%) — h(0). Mamy
bg(b) — ag(a) = (b—a)g(a+b), a,beR.

Podstawiajac b = —a, wobec g(0) = 0, dostajemy g(a) = —g(—a). Teraz,
zamieniajac a ha —a, mamy

(a+b)g(b—a) = bg(b) + ag(—a) = bg(b) — ag(a) = (b — a)g(a +b),
czyli dla takich a,b, ze a + b # 0, b — a # 0, jest
glb—a) gla+b)

a+b

), a,beR.

b—a a+b



Powyzsze rozwigzanie naszego réwnania
funkcyjnego pochodzi od J. Aczéla
por. [1].
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_“;'H, otrzymujemy % =g(1), dla z # 0,

Wstawiajac wiec np. b = xT'H, a=
czyli mamy wyznaczone g
9(x) = ax,
gdzie «a jest pewna stala. Stad
h(zx) = 2ax + S,
dla pewnych stalych «, 3, .

f(a) = ax® + Bz + 1,

7 drugiej strony, bez trudu sprawdzamy, ze powyzsze funkcje spelniaja
wyjsciowe réwnanie. Zatem parabola (w zdegenerowanym przypadku a = 0

— prosta) jest jedyna krzywa o dyskutowanej wlasnosci. Zadziwiajace, ze udalo
nam sie do tego dojsé zupelnie elementarnie.

Podsumowujac, stwierdziliSmy, ze wlasno$é () w pelni charakteryzuje parabole.

Mozemy jeszcze pokusic sie o interpretacje fizyczna tej charakteryzacji. Otéz,

nigdy niekonczacy sie¢ i nigdy niezaczynajacy sie ruch ciala wzdtuz prostej ma

wlasnos$é w kazdym przedziale czasu [t,t'] predkosé Srednia w tym przedziale jest
t+t’

réwna predkosci w chwili =5~ — bedgceej srodkiem tego przedziatu czasu, wtedy

i tylko wtedy, gdy jest to ruch jednostajnie przyspieszony.

Istotnie, rozwiazaniem rownania

o(t') = a(t) _ v(t”/), <t

t—t 2
z niewiadomymi funkcjami potozenia i predkosci od czasu z : R - Riv:R —= R
sa, jak widzieliSmy, z(t) = zo + vot + 3gt%, v(t) = vo + gt. Co ciekawe, to
fizyczne podejscie do geometrycznej wlasnosci paraboli moze pchaé nas dalej
i motywowaé do rozwiazywania innych réwnan funkcyjnych, gdyz pytaé
mozemy np., dla jakich ruchéw ciala po prostej jego predkoéé¢ srednia w kazdym
przedziale czasu zalezy tylko od dlugosci tego przedzialu. Odpowied?Z przyniesie
rozwiazanie rownania

=o' —t), t<t,

ale to juz inna historia.

Spotkanie z matematykiem

Osoby stojace przed wyborem
studiéw i biorace pod uwage

kierunek matematyka zastanawiaja

sie zapewne, jak takie studia
wygladaja i czym sie réznia
od innych. Jesli dodatkowo

przeczuwaja, ze moga zwiazaé sie

zawodowo z matematyka na cale

zycie, to chcialyby wiedzie¢, jak to

zycie bedzie wygladac.

Rozmowa z kims, kto wigkszosé tej drogi przebyt

i moze podzieli¢ si¢ swoim do$wiadczeniem, utatwia
wyobrazenie sobie nie tylko zrebow matematycznej
kariery, ale i tego, jak matematyka formuje sposéb
myélenia i postrzegania Swiata. Lekture ksiazki

lana Stewarta pt. Listy do miodego matematyka
mozna traktowac jako osobiste spotkanie z przyjaznie

Sa zatem i wskazowki, jak si¢ uczy¢ matematyki,

a potem, jak uczyé jej innych. Autor wie takze, ze kazdy
adept matematyki zastanawia sie, ile tej matematyki
jest, czy pozostato jeszcze co$ do udowodnienia, ktorg
dziedzina sie zajmowac i co robi¢, gdy przychodzi czas
znuzenia tymi wszystkimi twierdzeniami i abstrakcja.

7 pomocy anegdot Stewart przybliza nam ponadto
sposob pracy matematyka i zmagania si¢ z nowymi
problemami, przedstawia spoteczno$é¢ tych uczonych

— co 0 niej jest stereotypem, a co prawda. Oprocz
udzielania dobrych rad pozwala tez sobie na rozwazania
filozoficzne, ostatni list zatytulowany jest bowiem

Czy Bdg jest matematykiem? Wiedza matematyczna
jest przekazywana w ksiazce w znikomym stopniu.
Przedstawienie tresci jakiegos twierdzenia pojawia sie
w odpowiedziach na zadawane pytania, na przyktad:

po co sa dowody? Oprocz tego profesor przekonuje nas,
ze dowdd to opowiesé, ktorg matematycy opowiadajg
innym matematykom, wyrazona w ich wspolnym jezyku.

LISTY DO MtODEGO
MATEMATYKA

Gryizabawyz matematyka

nastawionym profesorem matematyki. Tematéw do

rozmow jest wiele, bo korespondencja rozpoczyna sie

w momencie, gdy Meg — ksiazkowa odbiorczyni listow —
rozwaza wlasnie, czy studiowa¢ matematyke, a konczy
sie, gdy sama zostaje profesorem.

Zachecam wszystkich ,mlodych matematykéw” — oséb
na poczatku matematycznej przygody — do spotkania
ze Stewartem. Przeciez dobrze jest przed wyprawa

rzeczytaé¢ odpowiedni przewodnik.
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