


Threshold Dynamics 
 Merriman‐Bence‐Osher (1992) 

 To address stiffness of Allen‐Cahn, time split the equation: 

 Step 1: 

  ௧ݑ ൌ Δݑ 

 Step 2: 

  ௧ݑ ൌ െ ଵ
ఌమ ܹ′ሺݑሻ 

 When ݐ → ∞, Step 2 turns into thresholding: 

lim
௧→ஶ

ݑ ,ݔ ݐ ൌ ൞
0   if  ݑ ,ݔ 0 ൏

1
2 ,

1   if  ݑ ,ݔ 0 ൐
1
2 .
 



Threshold Dynamics 

 MBO Algorithm: 

  1.  Convolution Step: 

ݑ ,ݔ ݐ ൌ ૚ஊೖ ∗ ௧ܩ   ఋ௧   whereܩ ݔ ൌ
1

ݐߨ4
௡
ଶ

݁ି ௫ మ

ସ௧  

  2.  Thresholding Step: 

Σ௞ାଵ ൌ ݔ ∈ ௡ࡾ ∶ ݑ ݔ ൐
1
2 . 

Fix a time step size ݐߜ ൐ 0 and generate a discrete in time approximation 
Σ௞

௞ୀ଴
ஶ  to the flow as follows: 



Threshold Dynamics 

Benefits: 

 Unconditionally stable: 

 Accuracy only concern in choosing time step size. 

 Fast implementation: 

 Complexity only ܱ ܰ log ܰ , where ܰ is the total number of grid points. 

 Implicit representation of the front, allowing automatic topology changes. 

Caveats: 

 No sub‐grid accuracy. 

 Dynamics can be very inaccurate on uniform grids. 

 Can get “stuck” if ݐߜ too small. 
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Threshold Dynamics 

 Mascarenhas calculated the following: Let 

ܨ ,ݔ ,ݕ ݐ ൌ ૚ஊ ∗ ௧ܩ ,ݔ ݕ . 

 Express the convolution in terms of ݃ሺߦሻ. 

 Taylor expand ܨሺ0, ,ݕ ݕ ሻ atݐ ൌ 0: 

ܨ 0, ,ݕ ݐ ൌ
1
2 െ

1
2 ߨ

ଵିݐݕ
ଶ ൅

1
2 ߨ

݃ᇱᇱ 0 ݐ
ଵ
ଶ ൅ ܱ ݐ

ଷ
ଶ  

provided that ݕ ൌ ܱሺݐሻ as ݐ → 0ା. 

 At the origin, we have 

݃௦௦ ൌ ݃ᇱᇱ ൌ  ߢ



Threshold Dynamics 

 Thresholding is equivalent to setting 

ܨ 0, ,ݕ ݐ ൌ
1
2 

which gives 

1
2 ൌ ܨ 0, ,ݕ ݐ ൎ

1
2 െ

1
2 ߨ

ଵିݐ ݕ
ଶ ൅

1
2 ߨ

ݐߢ
ଵ
ଶ 

 Solving for ݕ: 

ݕ ൎ  .ݐߢ

 UPSHOT: Interface moves with normal speed ߢ for duration ݐ in the normal 
direction. 



Threshold Dynamics 

 Mascarenhas also proposed the generalization: 

௡ݒ ൌ ߢ ൅  ߙ

1. Step 1: Convolution. 

௞ାଵݑ ൌ ሺ૚ஊೖ ∗  ௧ሻܩ

2. Step 2: Dilation. 

௞ାଵݑ → ௞ାଵݑ ൅ ߙ  ݐߜ

3. Step 3: Thresholding. 

Σ௞ାଵ ൌ ݔ ∶ ௞ାଵݑ ݔ ൒
1
2 . 



Threshold Dynamics for Mumford‐Shah 

 Recall normal speed for P.C. Mumford‐Shah: 
௡ݒ ൌ ߢ ൅ ߣ ݂ െ ܿଶ

ଶ െ ݂ െ ܿଵ
ଶ  

 One option for threshold dynamics: 

1. Step 1: Convolution. 
௞ାଵݑ ൌ ૚ஊೖ ∗  ఋ௧ܩ

2. Step 2: Dilation. 
௞ାଵݑ → ௞ାଵݑ ൅ ߣ ݐߜ ݂ െ ܿଶ

ଶ െ ݂ െ ܿଵ
ଶ  

3. Step 3: Thresholding. 

Σ௞ାଵ ൌ ݔ ∶ ௞ାଵݑ ൒
1
2  

 

 Doesn’t work well: Time splitting error too large for large ߣ. 

 



Threshold Dynamics for Mumford‐Shah 

 Joint work with Richard Tsai. 

 Time split the phase field approximation of P.C. Mumford‐Shah: 

௧ݑ ൌ ݑΔߝ െ
1
ߝ ܹᇱ ݑ െ ߣ ݂ െ ܿଵ

ଶݑ ൅ ߣ ݂ െ ܿଶ
ଶሺ1 െ  ሻݑ

  1.  Step 1: Solve a linear PDE: 

௧ݒ ൌ Δݒ െ
ߣ
ݐߜߨ

ݒ ܿଵ െ ݂ ଶ ൅ ݒ െ 1 ܿଶ െ ݂ ଶ  

  
ݒ ,ݔ 0 ൌ ௡ݑ ݔ  

  2. Step2: Threshold: 

௡ାଵݑ ݔ ൌ ൞
0   if   ݒ ,ݔ ݐߜ ൑

1
2 ,

1   if   ݒ ,ݔ ݐߜ ൐
1
2 .
 



Threshold Dynamics for Mumford‐Shah 

These computations take just a few iterations. 
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Threshold Dynamics: Extensions 

 For the elastica energy 

න ߪ݀ ଶߢ
డஊ

 

  .ଶ gradient descent is known as Willmore flowܮ

 Normal speed of the curve: 

 

௡ݒ ൌ ܹ ൌ െߢ௦௦ െ
1
2  .ଷߢ

 

 Extension of threshold dynamics to Willmore flow: 

 Grzibovskis, Heintz. A convolution thresholding scheme for the Willmore 
functional. Interfaces and Free Boundaries (2008). 



Threshold Dynamics: Extensions 

 Following Mascarenhas (1992), Ruuth (1996), let 

ܨ ,ݔ ,ݕ ݐ ൌ ሺ૚ஊ ∗ ,ݔ௧ሻሺܩ  ሻݕ

 Express the convolution in terms of ݃ሺߦሻ. 

 Taylor expand ݃ሺߦሻ at ߦ ൌ 0: 

 

ܨ 0, ,ݕ ݐ ൌ
1
2 െ

1
2 ݐ

ଵିݐݕ
ଶ ൅

1
2 ݐ

݃ᇱᇱ 0 ݐ
ଵ
ଶ ൅ ܱ ݐ

ଷ
ଶ  

 

provided that ݕ ൌ ܱሺݐሻ as ݐ → 0. 



Threshold Dynamics: Extensions 

 If we continue Mascarenhas’ expansion, we find: 

ܨ 0, ,ݕ ݐ ൌ
1
2 െ

1
2 ݐ

ଵିݐݕ
ଶ ൅

1
2 ݐ

݃ᇱᇱ 0 ݐ
ଵ
ଶ 

൅
1

4 ߨ
݃ ସ 0 ݐ

ଷ
ସ െ

5
8 ߨ

݃ᇱᇱ 0 ଷݐ
ଷ
ଶ ൅ ܱሺݐ

ହ
ଶሻ 

provided once again that ݕ ൌ ܱሺݐሻ. 

 Error term in curvature motion to leading order is: 

1
4 ߨ

݃ ସ 0 െ
5

8 ߨ
݃ᇱᇱ 0 ଷ  .ݐ

 



Threshold Dynamics: Extensions 

 At the origin, 

݃ᇱᇱ 0 ൌ ݃௦௦ 0 ൌ ߢ 0 , 

and 

݃ ସ 0 ൌ ௦௦ߢ ൅  .ଷߢ3

Therefore, 

ܹ ൌ െ݃ ସ 0 ൅
5
2 ଷߢ 0 . 

That means: 

ܨ 0, ,ݕ ݐ ൌ
1
2 െ

1
2 ߨ

ଵିݐݕ
ଶ ൅

1
2 ߨ

ݐߢ
ଵ
ଶ ൅

1
2 ߨ

ݐܹ
ଷ
ଶ ൅ ܱ ݐ

ହ
ଶ . 



Threshold Dynamics: Extensions 

 Grzibovskis & Heintz on Willmore flow: 

 Take convolutions using two different Gaussians, 

 Take the correct linear combination between the two convolutions so that lower 
order curvature terms cancel out. 

 Threshold. 

 Algorithm: 

    1.  Form the convolution: 

ܣ ,ݔ ݕ ൌ ݐߜ2
ଵ
ସ૚ஊೖ ∗ ܩ2 ଶఋ௧

ସ
െ

1
2 ସܩ ଶఋ௧  

    2. Set: 

Σ௞ାଵ ൌ ,ݔ  ݕ ∶ ܣ ,ݔ ݕ ൒
3 ݐߜ2

ଵ
ସ

4  



Threshold Dynamics: Extensions 

 Joint work with Ruuth and Tsai: 

 Esedoglu, Ruuth, Tsai. Threshold dynamics for disocclusion and shape 
reconstruction. Proc. of ICIP (2005). 

 Esedoglu, Ruuth, Tsai. Threshold dynamics for high order geometric motions. 
Interfaces and Free Boundaries (2008). 

 Extensions to: 

 Willmore + Lower order terms: 

௡ݒ ൌ ܿ଴ ,ݔ ,ݕ ݐ ൅ ܿଵ ௫,௬,௧ ߢ ൅ ܹ 

 Surface diffusion: 

௡ݒ ൌ  .௦௦ߢ

 Applications to inpainting. 



Threshold Dynamics: Extensions 

An inpainting example that involves the normal speed: 
 

௡ݒ ൌ ܹ ൅ ߢߙ ൅ ߚ ,ݔ ݕ . 



Distance Function Dynamics 

 Joint work with Ruuth and Tsai (2009): 

 Esedoglu, Ruuth, Tsai. Diffusion generated motion using the signed distance 
function. Journal of Computational Physics (2009). 

 Motivation: 

 Threshold dynamics is very inaccurate on uniform grids. 

 Cannot interpolate to locate interface at subgrid resolution. 



Distance Function Dynamics 

 New version of the algorithm: 

 Represent Σ not by ૚ஊ ݔ , but by its signed distance function. 

݀ஊ ݔ ൌ ൝
inf

௬∈ஊ೎ ݔ െ ݕ     if ݔ ∈ Σ,

െ inf
௬∈ஊ

ݔ| െ |ݕ     if ݔ ∈ Σ௖. 

 Alternate two steps: 

1. Convolution: 
ݑ ݔ ൌ ఋ௧ܩ ∗ ݀ஊ 

2. Redistancing: 

݀ஊೖశభ ݔ ൌ Redist ݑ ≔ ቐ
inf

௬∶௨ ௬ வ଴
ݔ െ ݕ     if ݑ ݔ ൐ 0,

െinf
௬∶௨ ௬ ழ଴

ݔ െ ݕ    if ݑ ݔ ൏ 0. 



Distance Function Dynamics 

 Standard tool in level‐set methods. 

1. Keeps 0‐level set ߲Σ ൌ ሼݔ ∶ ߶ ݔ ൌ 0ሽ of ߶ ݔ  fixed, 

2. Evolves ߶ ,ݔ ݐ  towards ݀ஊሺݔሻ. 

 ܱሺܰ log ܰሻ algorithms exist: Fast marching, fast sweeping, etc. 
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Distance Function Dynamics 
High order in time, multi‐step algorithm for curvature motion: 



Distance Function Dynamics 

Convergence study with multistep algorithm: 



Distance Function Dynamics 

An algorithm for ࢜࢔ ൌ  ሻࣄሺࢌ
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Distance Function Dynamics 

Example: Affine Invariant Curvature Motion 
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Distance Function Dynamics 

Affine invariant curvature motion: 



Distance Function Dynamics 

Work of Catherine Kublik 
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Work of Catherine Kublik 



Distance Function Dynamics 

Work of Catherine Kublik 
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Work of Catherine Kublik 
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Work of Catherine Kublik 
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High order motions via distance functions: 
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Distance Function Dynamics 

• Works in principle. 
• Unfortunately, does not work very well in practice. 
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Fast Marching 

 Tsitsiklis & Sethian. 

 Use a discretization of  

ݑߘ ൌ ݃ 

that gives the viscosity solution, e.g.  

 

max max ௫ܦ
,ݑି 0 , െ min ௫ܦ

ାݑ, 0 ଶ 
൅ max max ௬ܦ

,ݑି 0 , െ min ௬ܦ
ାݑ, 0 ଶ ൌ ݃ሺݔ,  ሻݕ

 

to update distance values of a grid point based on its neighbors during the 
course of Dijkstra’s algorithm. 
 
ALTERNATIVE: Fast marching of Osher, Tsai, Zhao, et. al. 
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