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Résumé. On donne des conditions suffisantes pour I'existence denmairde I'énergie de
matériaux ferromagnétiques de grandes dimensions quirochamp magnétique in-
duit nul. (© 2000 Académie des sciendeditions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Absolute minimizers for some ferromagnetic energies

Abstract.  We study minimizers of the energy for large ferromagnetitids namely
1
Bm) = [ fptm) = esm) o+ 3 [ [l i,
Q 2 R3

where the magnetizatiom : Q — R? is taken with values on the unit sphet®, ¢

is the anisotropic energy density, € R? is the applied external magnetic field and
hm : R® = R? is the induced magnetic field satisfyiegrl 2, = 0 anddiv (hm, +
mya) = 0.

SettingZ := {¢ € S* : Y(&) = min,es2 P(n)} With () = o(n) — (he;n), it

is shown that if eithef is on a face oD co Z or 0 € int co Z (whereco Z denotes
the convex hull of7) then E admits a minimizefn € L* with h,,, = 0. (© 2000
Académie des sciencé&slitions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Nous allons nous intéresser dans cette Note a discuter I'existendrideard’€nergies ferromagnétiques.
Nous suivrons en cela la théorie de Landau—Lifschitz¢6]gussi Brown [1]). Soit donc un matériau ferro-
magnétique occupant un domailec R? (un ouvert borné de frontiére lipschitzienne). iagrétisation
(ou aimantation m : Q — R® représente la densité par unité de masse du moment magnétique et elle
satisfait la contrainte

|m(z)| = Mr >0, x € Q, 1)

ouT est la température. La condition (1) assure que le matériau est tegaturé ef\/ est appelé la
saturation magétique Nous ferons I'hypothése, dans notre analyse, que la températurenstdrte et
que, sans perte de généralitéy = 1.

Note présente par Pierre-Louis LIONS
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Suivant la théorie ferromagnétique classique, les états que I'anahdorsque le matériau est soumis a
un champ magatique extrieur h, € R?, sont les minima de I'énergie

2 1
E,(m) :=%/Q|Vm\2da:+/ﬂgo(m)d:n—/Q(he;m>dx+§/R3|hm|2d:n

ol :S? ={¢eR :|¢ =1} — Restladensié dénergie anisotropequi est une fonction continue
et non négative (d’habitude on fait aussi I'hypothése, dont noaisrahs pas besoin dans notre analyse,
qu'elle est pairegf. [6]), et h,, : R® — R?, le champ magatique induit vérifie, au sens des distributions,
roth, =0 dansR3, @)
div (hm +mxq) =0 dansR?,

ol xq est la fonction caractéristique €leet o est une constante. Les quatre termes dapsont I'energie
respectivement &changed’anisotropie d’interactionet magrétostatiqueUn argument d’analyse asymp-
totique montre¢f. De Simone [4]) que pour des corps de grandes dimensions I'éneégibatige devient
négligeable et on est ainsi conduit au probléme de minimiser la tonwile

B(m) 1= Bo(m) = [ olm)do = [ (heim)da+5 [ o da.

L'existence de solutions dB, quandx > 0 rentre dans le cadre classique des méthodes directes du calcul
des variations et a été étudiée par Visintin [8]. L'analyse du cotepwnt des solutions d&, quand
a — 0 et leurs relations avec les minima flese trouvent dans [4].
Avant de procéder plus avant il est bon de reformuler notre probl‘eMeet effet posons)(n) :=
p(n) = (hein) €1Z == {€ € S* : (&) = minyes2{(n)}}.

On montre facilement que le probleme de trouver des minima de
(P) inf {E(m) : m € L*(R*;R*) satisfaisant (2)

est lié au probléme de trouver € L>(R?; R®) (m = 0 dansR® \ Q) tel que

div (mxq) =0 dansR3. 3)

{ m € Z p.p. dansQ,

Plus précisément : si (3) a des solutions, al@t$a des solutions qui de plus satisfént = 0.
Si he = 0, James et Kinderlehrer [5] ont résolu le probleme dans les cas suivaats I€as uniaxial
ou Z = {£m;} (pour un certainn; € S2) ils ont montré que le systéme (3) n'admet pas de solutions.
Si, en revanche, il existei;, mo € S? deux vecteurs orthogonaux tels g{iemy, +ms} C Z (ce qui
se produit avec les cristaux ferromagnétiques a symétrie cubigoe @’alorsZ = {tm;, +ms,, +ms}
avec{m;y, ms, m3} formant une base orthonormée ®#), alors (3) posséde des solutions. L'argument,
gue nous utiliserons aussi, consiste a construire une soleiplicite sur un domaine qui est une sorte
de prisme et d'utiliser ensuite le théoréme de Vitali pour obtieniésultat pour un domaine général. La
construction explicite est bien connue dans la littérature consacréerambgnétisme. Pour de plus amples
développements, concernant notamment I'étude de la relaxatiéh deus réféerons a Gioia—James, De
Simone—Kohn—Miiller-Otto ou Tartaef([2], [4], [5] et [7] pour des références bibliographiques précises).

Le but de notre Note est d’étendre I'analyse de James—Kinderlehrer aull dascbamp magnétique
extérieur,he, est non nul. Un autre avantage de notre analyse est que le ehasepa donné comme le
rotationnel d’'un potentiel vecteur satisfaisant certaines conditions aux limitek (emarque 2).

Avant d’énoncer notre résultat principal, il nous faut introduine terminologie inspirée de I'analyse
convexe. Tout d’abord, rappelons quesi. .., zy € R?, nous notons pav {2, ..., zn } le sous-espace
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engendré par ces vecteurs et paiim ev » sa dimension. Soief C R® un compactef € dcoZ \ Z
(ol co Z désigne I'enveloppe convexe dg. On dit quet est sur unaréteded co Z si
14

¢
E= > tiz, z, €Z, t; >0, t; =1 = dimev{z,..., 2z} < 1.
i=1 i=1

Si ce n'est pas le cas on dit qg@st sur unéaceded co Z.
THEOREME 1. — Soient? C R* un ouvert bori de frontére lipschitziennez cS?={¢ € R* : [¢| = 1}
un compact et le probime

m € Z p.p. dansf, @)
div (myq) =0 dansR?,

oum € L (R*;R*) (m = 0 dansR® \ Q).

Casl:0 ¢ co Z, alors(4) n"admet pas de solutions.

Cas2:0 € dco Z et0 est sur une ate ded co Z, alors (4) n'admet pas de solutions.

Cas3:0 € dco Z et0 est sur une face déco Z, alors (4) admet des solutions.

Cas4: 0 € int co Z, alors (4) admet des solutions. En fait, dans ce cas, il exigtenen/ €¢ W1 (Q; R?)
satisfaisantn = rot M et

rot M € Z p.p. dans(, (5)
M =0 surdQ.

Remarque2. — (i) Notre résultat d’existence sera plus précis et nous perndettirmuver (et ceci sans
restriction sur la topologie d@) M € W *>°(R?; R?) satisfaisantn = rot M et

loc

rot M € Z p.p. dans(), ©6)
M ||v surdQ,

ouv désigne une normale extérieurQ, et méme dans le quatrieme cas nous pourrons impdser 0
surofl.

(ii) Il est clair que la conditionliv (myq) = 0 au sens des distributions, implique gfiem = 0. Cette
propriété sera utilisee dans la démonstration.

(i) Quand h, = 0 et est paire, alors les cas 2 (avBc= {+m;}) et 3 (avec{tm,,+ma} C Z et
my, ma orthogonaux) se trouvent dans James—Kinderlehrewt @ussi De Simone [4] pour le cas 3).
Nos constructions dans ces deux cas s'inspireront des leurs, alors quiuceie4 est de nature difféerente.

Démonstration. — Nous allons seulement esquisser la démonstration et nous réfémotre article [2]
pour de plus amples détails.

Casl. — Si0 ¢ coZ, alors (4) n"admet pas de solutions. Ceci résulte du faitique Z = 0 =
(mesQ)~! [,m e coZ.

Cas2. — Supposons maintenant qies dco Z et quel est sur une aréte déco Z et supposons, par

I'absurde, qu'il existen € L>®(R*;R?) (m = 0 dansR? \ ), solution de (4). On montre tout d’abord
facilement qu’il existe un unique, € Z tel que—z, € Z et dond) = %zo + %(—Zo) et

m(z) € {xz0}, p.p. dans. @)

SoitalorsQy := {z € Q : m(z) = £z, p.p.}. Commediv (myq) = 0 au sens des distributions et (7) a
lieu on déduit que, pour togte C°(R?),
0 =/ (m; V() xa do =/ (xa; = xo_){z0; V() dz =/ (xa, — XQ_)g—de;
R3 R3 R3 20
ce qui implique que la fonctiop := xq, — xo_ ne dépend que de variables orthogonaleg,&plus
précisément la fonctioh— g(z + tzo) est constante. Or ceci est absurde.
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Cas3.—Si0 € dco Z et0 est sur une face d&co Z, alors (4) et méme (6) admettent des solutions. On
montre tout d’abord que seules deux possibiliteés (non exclugpees)ent se présenter, a savoir :
cas3a: il existez;, 2o, 23 € Z, tous differents efy, £, t; > 0avecy >, t; = 1, telsqued = 0 #;2;;
cas3b:ilexistez), zo € Z, 21 # +25, avec—z,, —29 € Z.

Nous discutons seulement le cas 3a, le cas 3b étant traité de maniereaqiddentique (les seuls
changements concernent les définitiong\det f ci dessous ; en effet, par exemple sera alors le carré
unité au lieu d’étre un triangle).

Nous allons montrer que pour @y bien précis, on peut trouvél € W' (Qg; R?) tel que

rot M(x) € {z1,22,23} p.p. dansQy, (8)
M || v sur 99y,

ou v désigne la normale extérieure unit®Q,. Comme le domaine pour lequel nous allons réaliser cette
construction est une sorte de prisme (et par conséquent n'a pas d€'joad condition au bord est a
intepréter au sens presque partout sur le bord. Le cas général sepdEduie application du theoreme de
Vitali (cf. [5] pour plus de détails).

Comme0 = >°;_, t;z; on a que, par exemplgzy, z» } sont linéairement indépendants. On notera par la
suitea := fL et/3 := {2. On pose alors

3. 2. %2 (z1522)21 1. (21;22)22 — 21
mane T T T T (e
Définissons maintenant le triangle:= {(X;, X,) € R : 0 < X; < %, 0< X <1, BXi+aX, <1},
gue I'on écrit comme union disjointe de trois autres triangles
A= {(Xl Xg) € R: 0 <Xo< X1 < 1/ﬁ 68X + (1+OZ)X2 < 1},

Ay ={(X1,X2) eR*: 0< X1 < Xp < 1/a, (1+B)X; +aX, <1},

As = {(Xl,Xz) € R?: 1 < (]. +ﬂ)X1 +CMX2, ﬂXl +aXs <1< ﬂXl + (]. -|-Oé)X2}

On pose ensuitg : A — R,
FX1,Xo) = X5 8i (X1, X2) € Ar; X1 8i(X1,X2) € Ags 1— (BX) +aXs)si (X1, Xo) € As.
Noter quef |sa= 0. Finalement, on définit 'ensembf&, et le potentiel vecteud/ : R* — R? par :
Qo:={z eR: Te = (T 2),(T%z),(T%z)) € Ax(0,1)}, M(z):= f((T";2),(T?z))T?.

Il est alors facile de voir que (8) est ainsi établi.

Cas4. -0 € int co Z. Ce cas suit immédiatement de nos résultats [2] sur les équationsalienylicite
qui généralisent les travaux récents de Dacorogna—Marcellini dans le eadttonnel [3]. O
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